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第一章 概率论的基本概念

1.1 随机试验

1.1.1 名词

定义 1.1.1. 确定性现象：结果呈现确定性的现象.

定义 1.1.2. 随机现象：在个别试验中呈现不确定性，但是在大量重复试验中，表现出统

计规律性的现象.

1.1.2 随机试验

定义 1.1.3. 对随机现象的实现或对其观察称为随机试验，记为 𝐸.

例 1.1.1. 投币观察向上的面.（实现、观察）

例 1.1.2. 记录每个星期一的天气.（观察）

特点

1. 相同条件可重复.

2. 试验结果明确可知，且一般不止一个.

3. 试验前不能确定那个结果出现.

1.2 样本空间与随机事件

1.2.1 样本空间

定义 1.2.1. 将 𝐸 的所有可能结果和组成的集合称为 𝐸 的样本空间∼ Ω.
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1.3 事件间的关系及运算 第一章 概率论的基本概念

定义 1.2.2. 样本空间 Ω 中的元素即为样本点.

例 1.2.1. 写出下列试验的样本空间：

𝐸1 抛一枚硬币，观察正面 𝐻，反面 𝑇 出现的情况.

答: Ω = {𝐻, 𝑇 }

𝐸2 将一枚硬币抛掷三次，观察正面 𝐻，反面 𝑇 出现的情况.

答: Ω = {𝐻𝐻𝐻, 𝑇 𝑇 𝑇 , 𝐻𝐻𝑇 , 𝐻𝑇 𝐻, 𝑇 𝐻𝐻, 𝐻𝑇 𝑇 , 𝑇 𝐻𝑇 , 𝑇 𝑇 𝐻}.

𝐸3 记录某一地区一昼夜的最高气温和最低气温.

答: 记最高气温为 𝑥，最低气温为 𝑦，该地区历史最低气温（不可能更低）为 𝑇1，历史最高

气温（不可能更高）为 𝑇2，则

Ω = {(𝑥, 𝑦) |𝑇1 ⩽ 𝑦 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑇2}.

1.2.2 随机事件

定义 1.2.3. 称 𝐸 的样本空间 Ω 的子集为 𝐸 的随机事件.

定义 1.2.4. 在一次试验中，该子集的一个样本点出现，称该事件发生.

例 1.2.2. 投一枚骰子，将红色的点向上称作事件 𝐴. 在一次试验中 1 点向上，请问事件
𝐴 是否发生？

解. 样本空间 Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, 事件 𝐴 = {1, 4}. 可知 𝐴 ⊆ 𝑆 且 𝐴 中样本点 {1} 在
该试验中出现，因此事件 𝐴 发生.

定义 1.2.5. 由一个样本点组成的单点集叫做基本事件.

定义 1.2.6. 样本空间 Ω 本身为一个必然事件.

定义 1.2.7. 事件集合中没有元素，即为 ∅, 称为不可能事件.

1.3 事件间的关系及运算

1.3.1 事件关系

包含关系

定义 1.3.1. 𝐴 ⊂ 𝐵 表示事件 𝐴 包含于事件 𝐵, 如果事件 𝐴 发生，则事件 𝐵 一定发生.
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1.3 事件间的关系及运算 第一章 概率论的基本概念

注. 若 𝐴 ⊂ 𝐵 且 𝐵 ⊂ 𝐴 则 𝐴 = 𝐵. 这一性质常用于证明集合相等.

和事件（并事件）

定义 1.3.2. 𝐴 ∪ 𝐵 表示 𝐴 事件与 𝐵 事件至少发生一个，也记作 𝐴 + 𝐵.

积事件（交事件）

定义 1.3.3. 𝐴 ∩ 𝐵 表示事件 𝐴 和事件 𝐵 同时发生，也记作 𝐴𝐵.

差事件

定义 1.3.4. 事件 𝐴 发生且事件 𝐵 不发生，记作 𝐴 − 𝐵; 事件 𝐵 发生且事件 𝐴 不发生，
记作 𝐵 − 𝐴.

互斥事件（互不相容）

定义 1.3.5. 事件 𝐴 与事件 𝐵, 不能同时发生，记作 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅.

逆事件（对立事件）

定义 1.3.6. 事件 𝐴 和 𝐵 有且仅有一个发生，记作 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅ 且 𝐴 ∪ 𝐵 = Ω.

注. 由此可知，对立事件一定是互斥事件而互斥事件不一定是对立事件.

1.3.2 事件的运算律

定理 1.3.1. 交换律 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝐵 ∪ 𝐴 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴.

定理 1.3.2. 结合律 𝐴 ∪ (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 ∪ 𝐵) ∪ 𝐶 𝐴 (𝐵𝐶) = (𝐴𝐵) 𝐶.

定理 1.3.3. 分配律 𝐴 ∪ (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 ∪ 𝐵) ∩ (𝐴 ∪ 𝐶) 𝐴 ∩ (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 ∩ 𝐵) ∪
(𝐴 ∩ 𝐶) .

定理 1.3.4. De Morgan’s Law 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝐴 ∩ 𝐵 𝐴 ∩ 𝐵 = 𝐴 ∪ 𝐵.
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1.4 频率与概率 第一章 概率论的基本概念

1.4 频率与概率

1.4.1 频率

定义 1.4.1. 事件发生的频数 (𝑛𝐴) 与试验总次数 (𝑛) 之间的比值：

𝑓𝑛 (𝐴) = 𝑛𝐴
𝑛 .

性质

1. 0 ⩽ 𝑓𝑛 (𝐴) ⩽ 1.

2. 𝑓𝑛 (Ω) = 1.

3. 若 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 ⋯ 𝐴𝑘 为两两互不相容事件，则

𝑓𝑛 (𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ 𝐴3 ∪ ⋯ ∪ 𝐴𝑘) =
𝑘

∑
𝑖=1

𝑓𝑛 (𝐴𝑖) .

1.4.2 概率

用于衡量事件 𝐴 发生的可能性的大小，一般用 𝑃 来表示。

基本性质

1. 对于 ∀𝐴, 有 𝑃 (𝐴) ⩾ 0.

2. 𝑃 (Ω) = 1.

3. 可列可加性：若 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 ⋯ 为两两互不相容事件，则

𝑃 (𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ 𝐴3 ∪ ⋯) =
∞

∑
𝑖=1

𝑃 (𝐴𝑖) .

重要性质

1. 𝑃 (∅) = 0.

2. 有限可加性：若 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 ⋯ 𝐴𝑛 为两两互不相容事件，则

𝑃 (𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ 𝐴3 ∪ ⋯ ∪ 𝐴𝑛) =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑃 (𝐴𝑖) .

3. 若 𝐴 ⊂ 𝐵, 则 𝑃 (𝐵) ⩾ 𝑃 (𝐴). 等号成立当且仅当 𝐴 = 𝐵.
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1.4 频率与概率 第一章 概率论的基本概念

4. 对于 ∀𝐴, 必有 𝑃 (𝐴) ⩽ 1.

5. 对于 ∀𝐴, 有 𝑃 (𝐴) = 1 − 𝑃 (𝐴).

6. 对于 ∀𝐴, 𝐵 有
𝑃 (𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃 (𝐴) + 𝑃 (𝐵) − 𝑃 (𝐴𝐵) .

7. 次可加性：对于任意事件列 𝐴1, 𝐴2, ⋯ , 𝐴𝑛, ⋯, 有 𝑃 (⋃∞
𝑛=1 𝐴𝑛) ⩽ ∑∞

𝑛=1 𝑃 (𝐴𝑛).

8. 下连续性：若事件列满足 𝐴𝑛 ⊂ 𝐴𝑛+1, 𝑛 = 1, 2, ⋯, 则

𝑃 (
∞
⋃
𝑛=1

𝐴𝑛) = lim
𝑛→∞

𝑃 (𝐴𝑛) .

9. 上连续性：若事件列满足 𝐴𝑛 ⊃ 𝐴𝑛+1, 𝑛 = 1, 2, ⋯, 则

𝑃 (
∞
⋂
𝑛=1

𝐴𝑛) = lim
𝑛→∞

𝑃 (𝐴𝑛) .

可以将上述性质 6 推广至一般形式，即为容斥原理：

定理 1.4.1. 容斥原理 对任意的事件 𝐴1, 𝐴2, ⋯ , 𝐴𝑛, 有

𝑃 (
𝑛

⋃
𝑘=1

𝐴𝑘) =
𝑛

∑
𝑘=1

𝑃 (𝐴𝑘) − ∑
1⩽𝑖<𝑗⩽𝑛

𝑃 (𝐴𝑖𝐴𝑗) + ∑
1⩽𝑖<𝑗<𝑘⩽𝑛

𝑃 (𝐴𝑖𝐴𝑗𝐴𝑘) − ⋯ +

(−1)𝑛−1 𝑃 (𝐴1𝐴2 ⋯ 𝐴𝑛) .

证明. 应用数学归纳法. 𝑛 = 2 时，由于 𝐴1 ∪ 𝐴2 = 𝐴1 + 𝐴2 − 𝐴1 ∩ 𝐴2, 根据有限可加性，

有

𝑃 (𝐴1 ∪ 𝐴2) = 𝑃 (𝐴1) + 𝑃 (𝐴2 − 𝐴1 ∩ 𝐴2) = 𝑃 (𝐴1) + 𝑃 (𝐴2) − 𝑃 (𝐴1𝐴2) .

假设对 𝑛 = 𝑘 − 1 成立，当 𝑛 = 𝑘 时，应用归纳假设前提有：

𝑃 (
𝑘

⋃
𝑖=1

𝐴𝑖) =𝑃 ((
𝑘−1
⋃
𝑖=1

𝐴𝑖) ∪ 𝐴𝑘)

=𝑃 (
𝑘−1
⋃
𝑖=1

𝐴𝑖) + 𝑃 (𝐴𝑘) − 𝑃 ((
𝑘−1
⋃
𝑖=1

𝐴𝑖) ∩ 𝐴𝑘)

=𝑃 (
𝑘−1
⋃
𝑖=1

𝐴𝑖) + 𝑃 (𝐴𝑘) − 𝑃 (
𝑘−1
⋃
𝑖=1

(𝐴𝑖𝐴𝑘))

=
𝑘

∑
𝑖=1

𝑃 (𝐴𝑖) − ∑
1⩽𝑖<𝑗⩽𝑘

𝑃 (𝐴𝑖𝐴𝑗) + ∑
1⩽𝑖<𝑗<𝑘⩽𝑘

𝑃 (𝐴𝑖𝐴𝑗𝐴𝑘) − ⋯ +

(−1)𝑘−1 𝑃 (𝐴1𝐴2 ⋯ 𝐴𝑘) .
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1.4 频率与概率 第一章 概率论的基本概念

例 1.4.1. 设 𝐴 和 𝐵 是任意两个概率不为 0 的不相容事件，则下列结论正确的是？

A. 𝐴 与 𝐵 不相容.

C. 𝑃 (𝐴𝐵) = 𝑃 (𝐴) ⋅ 𝑃 (𝐵).

B. 𝐴 与 𝐵 相容.

D. 𝑃 (𝐴 − 𝐵) = 𝑃 (𝐴).
解.

A. 当 𝐴 ∪ 𝐵 ≠ Ω 时，𝐴 ∩ 𝐵 ≠ ∅.

B. 当 𝐴 与 𝐵 为互斥事件时，𝐴 ∩ 𝐵 = ∅.

C. 𝑃 (𝐴𝐵) = ∅ ≠ 𝑃 (𝐴) ⋅ 𝑃 (𝐵).

D. 𝑃 (𝐴 − 𝐵) = 𝑃 (𝐴 − (𝐴 ∩ 𝐵)) = 𝑃 (𝐴 − ∅) = 𝑃 (𝐴).

例 1.4.2. 已知 𝑃 (𝐴) = 𝑃 (𝐵) = 𝑃 (𝐶) = 1
4 , 𝑃 (𝐴𝐵) = 0, 𝑃 (𝐴𝐶) = 𝑃 (𝐵𝐶) = 1

6 , 则事

件 𝐴, 𝐵, 𝐶 全不发生的概率为？

解. 题意要求 𝑃 (𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶):

𝑃 (𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶) = 𝑃 (𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶) = 1 − 𝑃 (𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶) .

接下来求 𝑃 (𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶), 根据容斥原理：

𝑃 (𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶) =𝑃 (𝐴) + 𝑃 (𝐵) + 𝑃 (𝐶)

− 𝑃 (𝐴𝐵) − 𝑃 (𝐴𝐶) − 𝑃 (𝐵𝐶)

+ 𝑃 (𝐴𝐵𝐶)

=3
4 − 1

3 + 𝑃 (𝐴𝐵𝐶)

又因为 𝐴𝐵𝐶 ⊂ 𝐴𝐵 所以 0 ⩽ 𝑃 (𝐴𝐵𝐶) ⩽ 𝑃 (𝐴𝐵) = 0 ⇒ 𝑃 (𝐴𝐵𝐶) = 0. 由此得到

𝑃 (𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶) = 1 − 𝑃 (𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶) = 1 − 5
12 = 7

12

例 1.4.3. 设当 𝐴 与 𝐵 同时发生时，𝐶 必然发生则？

A. 𝑃 (𝐶) ⩽ 𝑃 (𝐴) + 𝑃 (𝐵) − 1.

C. 𝑃 (𝐶) = 𝑃 (𝐴𝐵).

B. 𝑃 (𝐶) ⩾ 𝑃 (𝐴) + 𝑃 (𝐵) − 1.

D. 𝑃 (𝐶) = 𝑃 (𝐴 ∪ 𝐵).
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1.4 频率与概率 第一章 概率论的基本概念

解. 由题意可知 𝐴𝐵 ⊂ 𝐶, 因此 𝑃 (𝐶) ⩾ 𝑃 (𝐴𝐵), 故 C 错误。且 𝐶 不一定等于 𝐴 ∪ 𝐵,

D 错误。又因为

𝑃 (𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃 (𝐴) + 𝑃 (𝐵) − 𝑃 (𝐴𝐵) .

可以推出

𝑃 (𝐴𝐵) = 𝑃 (𝐴) + 𝑃 (𝐵) − 𝑃 (𝐴 ∪ 𝐵) .

根据包含关系，有：

𝑃 (𝐶) ⩾ 𝑃 (𝐴𝐵) = 𝑃 (𝐴) + 𝑃 (𝐵) − 𝑃 (𝐴 ∪ 𝐵)

⩾ 𝑃 (𝐴) + 𝑃 (𝐵) − 1.

故 B 正确.

例 1.4.4. 随机事件 𝐴, 𝐵 及其和事件 𝐴 ∪ 𝐵 发生的概率分别为 0.4, 0.3, 0.6. 𝐵 表示 𝐵
的对立事件，那么积事件 𝐴𝐵 发生的概率 𝑃 (𝐴𝐵) 为？

解. 根据概率的运算律，有：

𝑃 (𝐴𝐵) = 𝑃 (𝐴 (Ω − 𝐵)) = 𝑃 (𝐴Ω − 𝐴𝐵) = 𝑃 (𝐴 − 𝐴𝐵) = 𝑃 (𝐴) − 𝑃 (𝐴𝐵) .

上式中 𝑃 (𝐴 − 𝐴𝐵) = 𝑃 (𝐴) − 𝑃 (𝐴𝐵) 成立因为 𝐴𝐵 ⊂ 𝐴. 再根据容斥原理：

𝑃 (𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃 (𝐴) + 𝑃 (𝐵) − 𝑃 (𝐴𝐵) .

可以得出

𝑃 (𝐴𝐵) = 𝑃 (𝐴) + 𝑃 (𝐵) − 𝑃 (𝐴 ∪ 𝐵) = 0.1.

因此可以得出

𝑃 (𝐴𝐵) = 𝑃 (𝐴) − 𝑃 (𝐴𝐵) = 0.4 − 0.1 = 0.3.
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1.5 古典概型 第一章 概率论的基本概念

1.5 古典概型

定义 1.5.1. 满足以下两个特性的概率模型为古典概型：

1. 有限性：Ω 包含的样本点为有限个.

2. 等可能性：样本点（基本事件）发生的可能性相同.

1.6 条件概率

考虑事件 𝐴 发生的情况下，事件 𝐵 发生的概率。

例 1.6.1. 将一枚硬币抛掷两次，观察其出现正反面的情况. 设事件 𝐴 为“至少有一次为
𝐻”，事件 𝐵 为“两次掷出同一面”. 现在来求已知事件 𝐴 发生的条件下事件 𝐵 发生的概率.

解. 考虑样本空间：

Ω = {𝐻𝐻, 𝐻𝑇 , 𝑇 𝐻, 𝑇 𝑇 }

𝐴 = {𝐻𝐻, 𝐻𝑇 , 𝑇 𝐻}

𝐵 = {𝐻𝐻, 𝑇 𝑇 }

𝑃 (𝐵|𝐴) = 1
3.

推论 1.6.1. 设试验的样本空间的样本点总数为 𝑛, 𝐴 包含的样本点有 𝑚 个 (𝑚 > 0), 𝐴𝐵
包含的样本点有 𝑘 个，则

𝑃 (𝐵|𝐴) = 𝑘
𝑚 = 𝑘/𝑛

𝑚/𝑛 = 𝑃 (𝐴𝐵)
𝑃 (𝐴) .

定义 1.6.1. 条件概率 设 𝐴, 𝐵 为两个事件，且 𝑃 (𝐴) > 0, 则

𝑃 (𝐵|𝐴) = 𝑃 (𝐴𝐵)
𝑃 (𝐴) .

特点

1. 非负性：对 ∀𝐵, 𝑃 (𝐵|𝐴) ⩾ 0；

2. 规范性：对于必然事件 Ω, 有 𝑃 (Ω|𝐴) = 1；
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1.6 条件概率 第一章 概率论的基本概念

3. 可列可加性：设 𝐵1, 𝐵2, 𝐵3, ⋯ 两两互不相容，则有

𝑃 (
∞
⋃
𝑖=1

𝐵𝑖|𝐴) =
∞

∑
𝑖=1

𝑃 (𝐵𝑖|𝐴) .

4. 对 ∀𝐵1, 𝐵2, 有

𝑃 (𝐵1 ∪ 𝐵2|𝐴) = 𝑃 (𝐵1|𝐴) + 𝑃 (𝐵2|𝐴) − 𝑃 (𝐵1𝐵2|𝐴) .

例 1.6.2. 一盒子装有 4 只产品，3 只一等品，1 只二等品，从中取产品两次，每次任取
一只，不放回抽样. 设事件 𝐴 为“第一次取到的是一等品”，事件 𝐵 为“第二次取到的是一
等品”. 试求条件概率 𝑃 (𝐵|𝐴).

解.

𝑃 (𝐵|𝐴) = 𝑃 (𝐴𝐵)
𝑃 (𝐴) =

3
4 × 2

3
3
4

= 2
3.

例 1.6.3. 设某动物活 20 年以上的概率是 0.8, 活 25 年以上的概率为 0.4. 现有只 20 岁
的该动物，问该动物能活到 25 岁以上的概率.

解. 依题意，设事件 𝐴 为动物活到 20 岁以上，事件 𝐵 为动物活到 25 岁以上. 现在要

求 𝑃 (𝐵|𝐴). 根据条件概率公式，有

𝑃 (𝐵|𝐴) = 𝑃 (𝐴𝐵)
𝐴 = 0.4

0.8 = 0.5

其中，由于 𝐵 ⊂ 𝐴, 因此 𝑃 (𝐴𝐵) = 𝑃 (𝐵).

例 1.6.4. 设 𝐴, 𝐵 为随机事件，且 0 < 𝑃 (𝐴) < 1, 𝑃 (𝐵) > 0, 𝑃 (𝐵|𝐴) = 𝑃 (𝐵|𝐴), 则必

有？

A. 𝑃 (𝐴|𝐵) = 𝑃 (𝐴|𝐵).

C. 𝑃 (𝐴𝐵) = 𝑃 (𝐴) 𝑃 (𝐵).

B. 𝑃 (𝐴|𝐵) ≠ 𝑃 (𝐴|𝐵).

D. 𝑃 (𝐴𝐵) ≠ 𝑃 (𝐴) 𝑃 (𝐵).
解.

𝑃 (𝐵|𝐴) = 𝑃 (𝐵|𝐴)

⟹ 𝑃 (𝐴𝐵)
𝑃 (𝐴) =

𝑃 (𝐴𝐵)
𝑃 (𝐴)

= 𝑃 (𝐵) − 𝑃 (𝐴𝐵)
1 − 𝑃 (𝐴)

⟹ 𝑃 (𝐴𝐵) − 𝑃 (𝐴𝐵) ⋅ 𝑃 (𝐴) = 𝑃 (𝐴) ⋅ 𝑃 (𝐵) − 𝑃 (𝐴) ⋅ 𝑃 (𝐴𝐵)

⟹ 𝑃 (𝐴𝐵) = 𝑃 (𝐴) ⋅ 𝑃 (𝐵) .
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1.7 乘法定理 第一章 概率论的基本概念

1.7 乘法定理

由条件概率：

𝑃 (𝐵|𝐴) = 𝑃 (𝐴𝐵)
𝑃 (𝐴) .

可得乘法定理：

𝑃 (𝐴𝐵) = 𝑃 (𝐴) ⋅ 𝑃 (𝐵|𝐴) .

推论 1.7.1. 选妃公式

𝑃 (𝐴𝐵𝐶) = 𝑃 (𝐴) ⋅ 𝑃 (𝐵|𝐴) ⋅ 𝑃 (𝐶|𝐴𝐵) .

𝑃 (𝐴𝐵𝐶𝐷) = 𝑃 (𝐴) ⋅ 𝑃 (𝐵|𝐴) ⋅ 𝑃 (𝐶|𝐴𝐵) ⋅ 𝑃 (𝐷|𝐴𝐵𝐶) .

例 1.7.1. 设袋中有 𝑟 只红球，𝑡只白球. 每次自袋中任取一球，观察其颜色然后放回，并

再放入 𝑎 只与所取出的那只球同色的球. 若在袋中连续取球四次，试求第一、二次取到红球

且第三、四次取到白球的概率.

解. 设 𝐴𝑖 为第 𝑖 次取到红球，𝐵𝑖 为第 𝑖 次取到白球，题意要求 𝑃 (𝐴1𝐴2𝐵3𝐵4). 根据乘
法定理：

𝑃 (𝐴1𝐴2𝐵3𝐵4) = 𝑃 (𝐴1) ⋅ 𝑃 (𝐴2|𝐴1) ⋅ 𝑃 (𝐵3|𝐴1𝐴2) ⋅ 𝑃 (𝐵4|𝐴1𝐴2𝐵3)

= 𝑟
𝑟 + 𝑡 ⋅ 𝑟 + 𝑎

𝑟 + 𝑡 + 𝑎 ⋅ 𝑡
𝑟 + 𝑡 + 2𝑎 ⋅ 𝑡 + 𝑎

𝑟 + 𝑡 + 3𝑎.

例 1.7.2. 设某光学仪器厂制造的透镜，第一次落下时打破的概率为 1
2 , 若第一次落下未

打破，第二次落下打破的概率为 7
10 , 第三次落下打破的概率为 9

10 . 求透镜落下三次而未打破

的概率.

解. 设 𝐴𝑖 为第 𝑖 次落下打破，则题意要求 𝑃 (𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ 𝐴3). 根据乘法定理：

𝑃 (𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ 𝐴3) = 𝑃 (𝐴1) ⋅ 𝑃 (𝐴2|𝐴1) ⋅ 𝑃 (𝐴3|𝐴1 ∩ 𝐴2)

= 1
2 × 3

10 × 1
10

= 1.5%.
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1.7 乘法定理 第一章 概率论的基本概念

例 1.7.3. 甲袋中 3 个白球 6 个黄球，乙袋中 5 个白球 4 个黄球；先从甲袋中任选一只
放入乙袋，再从乙袋中任选一只放入甲；问：甲袋中白球的数目不发生变化的概率.

解. 题意要求两次选择选中同样颜色球的概率. 设 𝐴𝑖 为第 𝑖 次选中白球，则要求
𝑃 ((𝐴1 ∩ 𝐴2) ∪ (𝐴1 ∩ 𝐴2)) = 𝑃 (𝐴1 ∩ 𝐴2) + 𝑃 (𝐴1 ∩ 𝐴2).

𝑃 (𝐴1 ∩ 𝐴2) + 𝑃 (𝐴1 ∩ 𝐴2) = 1
3 × 3

5 + 2
3 × 1

2 = 8
15.

其中 𝑃 ((𝐴1 ∩ 𝐴2) ∪ (𝐴1 ∩ 𝐴2)) = 𝑃 (𝐴1 ∩ 𝐴2)+𝑃 (𝐴1 ∩ 𝐴2)成立因为 (𝐴1 ∩ 𝐴2)与 (𝐴1 ∩ 𝐴2)
互不相容.

例 1.7.4. 100 件产品中有 10 件次品，用不放回方式每次抽取一件，连续抽 3 次，问第
三次才抽到次品的概率.

解. 设 𝐴𝑖 为第 𝑖 次抽中次品，则题意要求 𝑃 (𝐴1 ⋅ 𝐴2 ⋅ 𝐴3). 根据乘法定理：

𝑃 (𝐴1 ⋅ 𝐴2 ⋅ 𝐴3) = 𝑃 (𝐴1) ⋅ 𝑃 (𝐴2|𝐴1) ⋅ 𝑃 (𝐴3|𝐴1 ⋅ 𝐴2)

= 9
10 × 89

99 × 10
98
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1.8 全概率公式

1.8.1 完备事件群

定义 1.8.1. 试验 𝐸 的样本空间为 Ω, 𝐵1, 𝐵2, 𝐵3, ⋯ , 𝐵𝑛 为 𝐸 中的一组事件，若满足：

1. 𝐵𝑖 ∩ 𝐵𝑗 = ∅, 其中 𝑖 ≠ 𝑗 且 𝑖 , 𝑗 = 1, 2, 3, ⋯ , 𝑛；

2. 𝐵1 ∪ 𝐵2 ∪ ⋯ ∪ 𝐵𝑛 = Ω.

则称 𝐵1, 𝐵2, ⋯ , 𝐵𝑛 为 Ω 的一个划分（完备事件群）.

注. 注意到，上述定义中的两个条件，若只对两个事件成立，即对 𝐵1, 𝐵2 有 𝐵1 ∩ 𝐵2 = ∅
且 𝐵1 ∪ 𝐵2 = Ω. 则 𝐵1, 𝐵2 为一组对立事件.

例 1.8.1. 设试验 𝐸 为投掷一枚骰子观察点数，其中有一下三个事件：

𝐵1 = {1 , 2 , 3}；

𝐵2 = {4 , 5}；

𝐵3 = {6}.

根据定义，𝐵1, 𝐵2, 𝐵3 显然是 Ω = {1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6} 的一个划分（完备事件群）.

1.8.2 全概率公式

定理 1.8.1. 全概率公式 设 𝐸 的样本空间为 Ω, 𝐴 是 𝐸 中的事件，𝐵1, 𝐵2, ⋯ , 𝐵𝑛 为 Ω
的一组完备事件群，且 𝑃 (𝐵𝑖) > 0 , (𝑖 = 1, 2, 3, ⋯ , 𝑛), 则

𝑃 (𝐴) =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑃 (𝐴|𝐵𝑖) ⋅ 𝑃 (𝐵𝑖) .

证明. 事件 𝐴 可以表示为

𝐴 ∩ Ω = 𝐴 ∩ (
𝑛

⋃
𝑖=1

𝐵𝑖) =
𝑛

⋃
𝑖=1

(𝐴 ∩ 𝐵𝑖) .

又因为 𝐴 ∩ 𝐵𝑖 ⊂ 𝐵𝑖 且 𝐵𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, ⋯ , 𝑛 之两两互不相容，所以对 ∀𝑖 ≠ 𝑗 有：

(𝐴 ∩ 𝐵𝑖) ∩ (𝐴 ∩ 𝐵𝑗) = ∅.
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1.8 全概率公式 第一章 概率论的基本概念

因此有：

𝑃 (𝐴) = 𝑃 (𝐴 ∩ Ω) = 𝑃 (𝐴 ∩ (
𝑛

⋃
𝑖=1

𝐵𝑖)) = 𝑃 (
𝑛

⋃
𝑖=1

(𝐴 ∩ 𝐵𝑖))

=
𝑛

∑
𝑖=1

𝑃 (𝐴𝐵𝑖) .

根据乘法定理：

𝑃 (𝐴) =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑃 (𝐴𝐵𝑖)

=
𝑛

∑
𝑖=1

𝑃 (𝐵𝑖) ⋅ 𝑃 (𝐴|𝐵𝑖) .

例 1.8.2. 一批产品共有 10 个正品和 2 个次品，任意抽取两次，不放回抽取. 问：第二

次抽到次品的概率.

解. 设事件 𝐴 为第二次抽到次品；事件 𝐵 为第一次抽到正品. 显然事件 𝐵 与事件 𝐵 构
成样本空间 Ω 的一个完备事件群. 根据全概率公式：

𝑃 (𝐴) = 𝑃 (𝐵) ⋅ 𝑃 (𝐴|𝐵) + 𝑃 (𝐵) ⋅ 𝑃 (𝐴|𝐵)

= 5
6 × 2

11 + 1
6 × 1

11.

注. 上面的例题在构造完备事件群时只考虑了第一次抽取样品，这是合理的. 因为第二次

抽取样品要在第一次抽取之后，由于抽样是不放回抽样，第一次抽取的结果会影响第二次抽

取时的概率，所以第二次抽样的事件是第一次抽样事件的子集，因此只需要考虑第一次抽样

即可构造完备事件群. 这种方式在类似的情况中都成立.

例 1.8.3. 从 1, 2, 3, 4 中任取一个数，记为 𝑥, 再从 1, 2, ⋯, 𝑥 中任取一个数记为 𝑦. 求

𝑃{𝑦 = 2}.

解. 依题意 𝑥 = 𝑖 为第一次抽到 𝑖, 显然 {𝑥 = 𝑖|𝑖 = 1 , 2 , 3 , 4} 为样本空间 Ω 的一个完
备事件群. 根据全概率公式：

𝑃 (𝑦 = 2) =
4

∑
𝑖=1

𝑃 (𝑥 = 𝑖) ⋅ 𝑃 (𝑦 = 2|𝑥 = 𝑖)

= 13
48.
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1.9 贝叶斯公式 第一章 概率论的基本概念

例 1.8.4. 研究表明肺癌的患病概率为 0.1%, 在人群中有 20% 是吸烟者，他们患肺癌的
概率为 0.4%, 求不吸烟者患肺癌的概率.

解. 患肺癌的概率受吸烟与否的影响，因此设事件 𝐴为被抽样者吸烟，则 𝐴为被抽样者
不吸烟. 事件 𝐴 与 𝐴 构成样本空间 Ω 的一个完备事件群. 设事件 𝐵 为被抽样者患肺癌，根
据全概率公式：

𝑃 (𝐵) = 𝑃 (𝐴) ⋅ 𝑃 (𝐵|𝐴) + 𝑃 (𝐴) ⋅ 𝑃 (𝐵|𝐴)

= 20% × 0.4% + 80% × 𝑃 (𝐵|𝐴)

= 0.1%.

则可得问题目标 𝑃 (𝐵|𝐴).

𝑃 (𝐵|𝐴) = (0.001 − 0.0008) ÷ 0.8 = 0.025%.

1.9 贝叶斯公式

定理 1.9.1. 设试验 𝐸 的样本空间 Ω. 𝐴 是 𝐸 的一个事件. {𝐵𝑖|𝑖 = 1 , 2 , 3 , ⋅ , 𝑛} 为 Ω
的一个完备事件群. 且 𝑃 (𝐴) > 0, 𝑃 (𝐵𝑖) > 0. 那么

𝑃 (𝐵𝑖|𝐴) = 𝑃 (𝐵𝑖) ⋅ 𝑃 (𝐴|𝐵𝑖)
∑𝑛

𝑗=1 𝑃 (𝐵𝑗) ⋅ 𝑃 (𝐴|𝐵𝑗)
. (𝑖 = 1 , 2 , 3 , ⋯ , 𝑛)

证明. 根据条件概率公式，有：

𝑃 (𝐵𝑖|𝐴) = 𝑃 (𝐴 ⋅ 𝐵𝑖)
𝑃 (𝐴) .

再对分母用全概率公式，对分子用乘法原理得：

𝑃 (𝐵𝑖|𝐴) = 𝑃 (𝐴 ⋅ 𝐵𝑖)
𝑃 (𝐴) = 𝑃 (𝐵𝑖) ⋅ 𝑃 (𝐴|𝐵𝑖)

∑𝑛
𝑗=1 𝑃 (𝐵𝑗) ⋅ 𝑃 (𝐴|𝐵𝑗)

.
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1.9 贝叶斯公式 第一章 概率论的基本概念

例 1.9.1. 某电子设备制造厂所用的元件是由三家元件制造厂提供的. 根据以往的记录有

以下数据：

元件制造厂 次品率 提供元件的份额

1 0.02 0.15

2 0.01 0.80

3 0.03 0.05

设这三家工厂的产品再仓库中是均匀混合的，且无区别的标志.

(1) 在仓库中随机地取一只元件，求它是次品的概率；

(2) 在仓库中随机地取一只元件，若已知取到的是次品，求此次品出自三家工厂的概率.

解.

(1) 在仓库中随机地取一只元件，设 𝐴𝑖 为此元件出自工厂 𝑖. 显然 {𝐴𝑖} 为样本空间 Ω 的
一个完备事件群. 设事件 𝐵 为该元件是次品，根据全概率公式：

𝑃 (𝐵) =
3

∑
𝑖=1

𝑃 (𝐴𝑖) ⋅ 𝑃 (𝐵|𝐴𝑖) = 0.15 × 0.02 + 0.80 × 0.01 + 0.05 × 0.03 = 1.25%.

(2) 根据贝叶斯公式：

𝑃 (𝐴𝑖|𝐵) = 𝑃 (𝐴𝑖) ⋅ 𝑃 (𝐵|𝐴𝑖)
𝑃 (𝐵)

⟹ 𝑃 (𝐴1|𝐵) = 𝑃 (𝐴1) ⋅ 𝑃 (𝐵|𝐴1)
𝑃 (𝐵) = 0.15 × 0.02

0.0125 = 0.24

⟹ 𝑃 (𝐴2|𝐵) = 𝑃 (𝐴2) ⋅ 𝑃 (𝐵|𝐴2)
𝑃 (𝐵) = 0.80 × 0.01

0.0125 = 0.64

⟹ 𝑃 (𝐴3|𝐵) = 𝑃 (𝐴3) ⋅ 𝑃 (𝐵|𝐴3)
𝑃 (𝐵) = 0.05 × 0.03

0.0125 = 0.12.

例 1.9.2. 对以往的数据分析结果表明，当及其调整得良好时，产品得合格率为 98%,而当

机器发生某种故障时，其合格率为 55%. 每天早上机器开动时，机器调整良好的概率为 95%.

现已知某日早上第一件产品是合格品，求机器调整良好的概率.

解. 设事件 𝐴 为机器调整良好，事件 𝐵 为生产的产品合格. 问题要求 𝑃(𝐴|𝐵). 由于事
件 𝐵 的概率受到事件 𝐴的影响，事件 𝐴与事件 𝐴构成样本空间 Ω的一个完备事件群. 因此
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1.10 事件独立性 第一章 概率论的基本概念

模型满足贝叶斯公式的适用条件，根据贝叶斯公式：

𝑃 (𝐴|𝐵) = 𝑃 (𝐴) ⋅ 𝑃 (𝐵|𝐴)
𝑃 (𝐴) ⋅ 𝑃 (𝐵|𝐴) + 𝑃 (𝐴) ⋅ 𝑃 (𝐵|𝐴)

= 95% × 98%
95% × 98% + 5% × 55%

≈ 0.9713.

注. 上例，题干中说机器调整良好的概率为 95%, 这是在生产前根据以往的经验得出的，

我们称之为“先验概率”. 而在多加了一个条件“生产的第一件产品为合格品”后，计算得出

机器调整良好的概率约为 97%, 这是“后验概率”. 后验概率是在得到额外信息后对先验概率

修正后的结果.

1.10 事件独立性

试验 𝐸 的事件 𝐴, 𝐵. 若 𝑃 (𝐴) > 0, 就可以定义 𝑃 (𝐵|𝐴). 一般情况下 𝑃 (𝐵|𝐴) ≠
𝑃 (𝐵) ⟹ 事件 𝐴 发生与否会对事件 𝐵 发生的概率产生影响；有的时候 𝑃 (𝐵|𝐴) =
𝑃 (𝐵) ⟹ 事件 𝐴 发生与否不会对事件 𝐵 发生的概率产生影响.

例 1.10.1. 随机试验 𝐸：投两枚硬币（甲和乙），观察正反面出现的情况. 假定事件 𝐴：
甲币正面向上；事件 𝐵：乙币正面向上. 问：𝐴 事件发生与否是否会对 𝐵 发生的概率产生影
响.

解. 因为：

Ω = {𝐻𝐻, 𝐻𝑇 , 𝑇 𝐻, 𝑇 𝑇 }

𝐴 = {𝐻𝐻, 𝐻𝑇 } 𝑃 (𝐴) = 1
2 𝑃 (𝐴𝐵) = 1

4
𝐵 = {𝐻𝐻, 𝑇 𝐻} 𝑃 (𝐵) = 1

2
𝑃 (𝐵|𝐴) = 𝑃 (𝐴𝐵)

𝑃 (𝐴) = 1
2 = 𝑃 (𝐵)

𝑃 (𝐵|𝐴) =
𝑃 (𝐴𝐵)
𝑃 (𝐴)

= 1
2 = 𝑃 (𝐵) .

所以没有影响. 同时，运用同样的分析方法也可以得出 𝐵 发生与否对 𝐴 没有影响.
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1.10 事件独立性 第一章 概率论的基本概念

注. 在这个例子中，我们可以发现 𝑃 (𝐴𝐵) 恰好等于 𝑃 (𝐴) ⋅ 𝑃 (𝐵), 这是否是普遍性的结
论呢？

定义 1.10.1. 假设 𝐴, 𝐵 为两个事件，如果满足：

𝑃 (𝐴𝐵) = 𝑃 (𝐴) ⋅ 𝑃 (𝐵) .

则事件 𝐴 与事件 𝐵 相互独立，反之也成立.

定理 1.10.1. 设 𝐴, 𝐵, 𝐶 三个事件，有：

(1) 𝑃 (𝐴𝐵) = 𝑃 (𝐴) ⋅ 𝑃 (𝐵) ⟹ 𝐴 与 𝐵 相互独立；

(2) 𝑃 (𝐴𝐶) = 𝑃 (𝐴) ⋅ 𝑃 (𝐶) ⟹ 𝐴 与 𝐶 相互独立；

(3) 𝑃 (𝐶𝐵) = 𝑃 (𝐶) ⋅ 𝑃 (𝐵) ⟹ 𝐶 与 𝐵 相互独立；

(4) 𝑃 (𝐴𝐵𝐶) = 𝑃 (𝐴) ⋅ 𝑃 (𝐵) ⋅ 𝑃 (𝐶).

若 𝐴, 𝐵, 𝐶 满足 (1), (2), (3) 式，则 𝐴, 𝐵, 𝐶 两两独立. 若满足 (1), (2), (3), (4) 式，则 𝐴, 𝐵,

𝐶 相互独立.

例 1.10.2. 盒中有编号为 1, 2, 3, 4 的 4 只球，随机地从盒中取一只球，事件 𝐴 为“取得
的是 1 号球或 2 号球”，事件 𝐵 为“取得的是 1 号或 3 号球”，事件 𝐶 为“取得的是 1 号或
4 号球”验证：

𝑃 (𝐴𝐵) = 𝑃 (𝐴) ⋅ 𝑃 (𝐵) 𝑃 (𝐴𝐶) = 𝑃 (𝐴) ⋅ 𝑃 (𝐶) 𝑃 (𝐵𝐶) = 𝑃 (𝐵) ⋅ 𝑃 (𝐶) .

但 𝑃 (𝐴𝐵𝐶) ≠ 𝑃 (𝐴) ⋅ 𝑃 (𝐵) ⋅ 𝑃 (𝐶).

解. 根据题意：

𝑃 (𝐴) = 𝑃 (𝐵) = 𝑃 (𝐶) = 1
2

𝑃 (𝐴𝐵) = 𝑃 (𝐴𝐶) = 𝑃 (𝐵𝐶) = 𝑃 (𝐴𝐵𝐶) = 1
4

⟹ 𝑃 (𝐴𝐵) = 𝑃 (𝐴) ⋅ 𝑃 (𝐵)

𝑃 (𝐴𝐶) = 𝑃 (𝐴) ⋅ 𝑃 (𝐶)

𝑃 (𝐵𝐶) = 𝑃 (𝐵) ⋅ 𝑃 (𝐶)
1
4 = 𝑃 (𝐴𝐵𝐶) ≠ 𝑃 (𝐴) ⋅ 𝑃 (𝐵) ⋅ 𝑃 (𝐶) = 1

8.
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1.10 事件独立性 第一章 概率论的基本概念

准则 1.10.2. 若 𝑃 (𝐴) > 0, 𝑃 (𝐵) > 0, 则 𝐴 与 𝐵 相互独立与 𝐴 与 𝐵 不相容不能同时
发生.

证明. 当 𝑃 (𝐴) > 0, 𝑃 (𝐵) > 0 时，若 𝐴 与 𝐵 不相容，则有：

𝑃 (𝐴𝐵) = 𝑃 (∅) = 0 ≠ 𝑃 (𝐴) ⋅ 𝑃 (𝐵) .

因此 𝐴 与 𝐵 不相互独立.

注. 在上面的准则中，若 𝑃 (𝐴) = 0 或 𝑃 (𝐵) = 0, 且 𝐴 与 𝐵 不相容，就有：

𝑃 (𝐴𝐵) = 𝑃 (∅) = 0 = 𝑃 (𝐴) ⋅ 𝑃 (𝐵) .

由此可见，该准则的前提条件很重要.

推论 1.10.3. 若 𝐴, 𝐵 相互独立，则下列结论成立：

1. 𝐴 与 𝐵 相互独立；

2. 𝐴 与 𝐵 相互独立；

3. 𝐴 与 𝐵 相互独立.

证明. 这里只证明 𝐴 与 𝐵 相互独立. 因为 𝐴, 𝐵 相互独立：

𝐴 = 𝐴Ω = 𝐴 (𝐵 ∪ 𝐵) = (𝐴 ∩ 𝐵) ∪ (𝐴 ∩ 𝐵)

⟹ 𝑃 (𝐴) = 𝑃 (𝐴𝐵) + 𝑃 (𝐴𝐵)

⟹ 𝑃 (𝐴) = 𝑃 (𝐴) ⋅ 𝑃 (𝐵) + 𝑃 (𝐴𝐵)

⟹ 𝑃 (𝐴) (1 − 𝑃 (𝐵)) = 𝑃 (𝐴𝐵)

⟹ 𝑃 (𝐴) ⋅ 𝑃 (𝐵) = 𝑃 (𝐴𝐵) .

因此 𝐴 与 𝐵 相互独立.

推论 1.10.4. 若事件群 {𝐴𝑖|𝑖 = 1 , 2 , 3 , ⋯ , 𝑛} , (𝑛 ⩾ 2) 相互独立，则：

1. 任取其中 𝑘 个事件也都相互独立；

2. 将 {𝐴𝑖} 中任意 𝑗 个事件换为其对立事件，得到的新事件群也相互独立；
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第二章 随机变量及其分布

2.1 随机变量

例 2.1.1. 设两枚硬币，观察正反面情况，用 𝑋 记作得到正面的次数。分析 𝑋 与该试验
样本空间之间的关系.

解. 记样本空间为 Ω，则

𝑆 = {𝐻𝐻, 𝐻𝑇 , 𝑇 𝐻, 𝑇 𝑇 }

其中 𝑋 与样本空间 Ω 的对应关系有：

𝑋 = 2, 𝐻𝐻

𝑋 = 1, 𝐻𝑇

𝑋 = 1, 𝑇 𝐻

𝑋 = 0, 𝑇 𝑇

注. 上例中，𝑋 就是变量，是应变量，将 𝑋 看作定义在 Ω 上的一个函数，假定 Ω 内的
样本点为 𝑒, 则：

𝑋 = 𝑋 (𝑒) =

⎧{{{
⎨{{{⎩

2 𝑒 = 𝐻𝐻

1 𝑒 = 𝐻𝑇 , 𝑇 𝐻

0 𝑒 = 𝑇 𝑇

定义 2.1.1. 随机试验 𝐸 的样本空间 Ω = {𝑒}, 𝑋 = 𝑋 (𝑒) 是定义在 Ω 上的实单值函数，
则称 𝑋 = 𝑋 (𝑒) 是随机变量.

19



2.2 离散型随机变量及其分布 第二章 随机变量及其分布

注. 字母表示规则：

1. 随机变量：用大写字母表示；

2. 实数：用小写字母表示；

3. 某些试验：结果本身就是一个数，可以将试验结果本身作为随机变量.

2.2 离散型随机变量及其分布

2.2.1 离散型随机变量

定义 2.2.1. 取值是有限多个或者无限可列的随机变量称为离散型随机变量.

注. 需要掌握的目标：

1. 𝑋 的所有取值；

2. 𝑋 每个取值的概率.

上述两点的综合即为随机变量 𝑋 的分布率.

2.2.2 分布率及其性质

例 2.2.1. 设一辆汽车在开往目的地的道路上需经过四组信号灯，每组信号灯以 𝑝 的概率
禁止汽车通过. 以 𝑋 表示汽车首次停下时，它已通过的信号灯的组数（各信号灯工作相互独
立），求随机变量 𝑋 的分布率.

解. 第一步，求随机变量 𝑋 的所有可能取值：

𝑋 = 0, 1, 2, 3, 4

第二步，计算每个取值对应的概率：

𝑃 {𝑋 = 0} = 𝑝

𝑃 {𝑋 = 1} = (1 − 𝑝) 𝑝

𝑃 {𝑋 = 2} = (1 − 𝑝)2 𝑝

𝑃 {𝑋 = 3} = (1 − 𝑝)3 𝑝

𝑃 {𝑋 = 4} = (1 − 𝑝)4 .
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𝑋 0 1 2 3 4

𝑃 𝑝 (1 − 𝑝) 𝑝 (1 − 𝑝)2 𝑝 (1 − 𝑝)3 𝑝 (1 − 𝑝)4

第三步，画出分布图表.

注. 由例可以发现，分布率中的概率有两个性质：

1. 𝑃 (𝑋 = 𝑖) ⩾ 0;

2. ∑ 𝑃 (𝑋 = 𝑖) = 1.

2.2.3 重要分布

0 - 1 分布（两点分布）

定义 2.2.2. 设随机变量 𝑋 只可能取到 0 和 1 两个值，则它的分布率满足：

𝑃 {𝑋 = 𝑘} = 𝑝𝑘 (1 − 𝑝)1−𝑘 . 𝑘 = 0, 1

称 𝑋 服从以 𝑝 为参数的 0 - 1 分布.

伯努力试验及二项分布

定义 2.2.3. 如果试验 𝐸 只有 𝐴, 𝐴 两个结果，则试验称为伯努力试验. 将这样的试验重

复独立地进行 𝑛 次，则称为 𝑛 重伯努力试验.

注. 上述定义中：

1. 重复：𝑃 (𝐴) 保持不变；

2. 每次试验之间相互独立.

定义 2.2.4. 设 𝑋 表示 𝑛 重伯努力试验中 𝐴 发生的次数 (𝑋 = 0, 1, 2, ⋯ , 𝑛), 则它的分布
率满足：

𝑃 {𝑋 = 𝑘} = 𝐶𝑘
𝑛 ⋅ 𝑝𝑘 (1 − 𝑝)𝑛−𝑘 . 𝑘 = 0, 1, 2, 3, ⋯ , 𝑛

称 𝑋 服从参数为 𝑛 和 𝑝 的二项分布，记作 𝑋 ∼ 𝐵 (𝑛, 𝑝).

例 2.2.2. 有 80 台同类型设备，各台设备工作相互独立，发生故障的概率均为 0.01 且一
台设备的故障只能由一个人处理. 考虑两种配备维修工人的方法，其一是由 4 人维护，每人
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负责 20 台；其二是由 3 人共同维护 80 台. 试比较这两种方法在设备发生故障时不能及时维

修的概率.

解. 设事件 𝐴 为设备发生故障时不能及时维修，题目要求 𝑃 (𝐴). 接下来分别考虑两种
方案：

1. 对于方案一，只要四个人中有一个人不能正常维修，则事件 𝐴 发生. 因此该方案下有：

𝑃 (𝐴) = 𝑃 (𝐴甲 ∪ 𝐴乙 ∪ 𝐴丙 ∪ 𝐴丁) .

对于 𝑃 (𝐴𝑖), 𝑖 = 甲,乙,丙,丁 可以通过二项分布来计算. 记 𝑋 为同时发生故障的设备
数，则：

𝑃 (𝐴𝑖) = 1 −
1

∑
𝑗=0

𝑃 {𝑋 = 𝑗} = 0.0169.

因而 𝑃 (𝐴) = ∑丁

甲
𝑃 (𝐴𝑖) = 0.0507.

2. 三人共同维护时，当同时四台设备发生故障则不能及时维护，因此根据二项分布：

𝑃 (𝐴) = 1 −
3

∑
𝑖=0

𝑃 {𝑋 = 𝑖} = 0.0087.

3. 经过比较，显然第二种方案比较好.

泊松分布

定义 2.2.5. 设随机变量 𝑋 = 0 , 1 , 2 , 3 , ⋯, 每个取值的概率满足：

𝑃 {𝑋 = 𝑘} = 𝜆𝑘

𝑘! ⋅ 𝑒−𝜆. 𝑘 = 0, 1, 2, 3, ⋯ , 𝜆 > 0

称 𝑋 服从参数为 𝜆 的泊松分布，记为 𝑋 ∼ 𝑃 (𝜆). (也记作 𝑋 ∼ 𝜋 (𝜆)).

例 2.2.3. 已知 𝑋 ∼ 𝜋 (4), 求 𝑃 {𝑋 ⩽ 3}.

解.

𝑃 {𝑋 ⩽ 3} =
3

∑
𝑖=0

𝑃 {𝑋 = 𝑖} =
3

∑
𝑖=0

4𝑖

𝑖! ⋅ 𝑒−4 = 71
3 𝑒−4.
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注. 泊松分布的应用场景：

1. 一本书，一页中发生的印刷错误的数量；

2. 某医院一天内急诊病人的人数；

3. 某提取，一个时间间隔内，发生的交通事故的次数.

定理 2.2.1. 泊松定理 设 𝜆 是一个正常数，𝑛 为任意正整数，且 𝑛 ⋅ 𝑝 = 𝜆. 则对任意固定

的非负整数 𝑘 有：

lim
𝑛→∞

𝐶𝑘
𝑛 ⋅ 𝑝𝑘 (1 − 𝑝)𝑛−𝑘 = 𝜆𝑘

𝑘! ⋅ 𝑒−𝜆.

注. 上述定理右侧的形式与泊松分布的分布律形式相同；左边是对二项分布的分布律求

极限. 该等式表明，对一个伯努利试验，重复独立地做非常多的次数时，二项分布的分布律趋

近于泊松分布的分布律.

接下来给出泊松定理的证明.

证明.

lim
𝑛→∞

𝐶𝑘
𝑛 ⋅ 𝑝𝑘 (1 − 𝑝)𝑛−𝑘

= lim
𝑛→∞

[𝑛 ⋅ (𝑛 − 1) ⋅ (𝑛 − 2) ⋅ ⋯ ⋅ (𝑛 − 𝑘 + 1)
𝑘! ⋅ (𝜆

𝑛)
𝑘

⋅ (1 − 𝜆
𝑛)

𝑛−𝑘
]

= lim
𝑛→∞

[𝜆𝑘

𝑘! (𝑛 ⋅ (𝑛 − 1) ⋅ (𝑛 − 2) ⋅ ⋯ ⋅ (𝑛 − 𝑘 + 1)
𝑛𝑘 ) ⋅ (1 − 𝜆

𝑛)
𝑛

⋅ (1 − 𝜆
𝑛)

−𝑘
]

= lim
𝑛→∞

𝜆𝑘

𝑘! [1 ⋅ (1 − 1
𝑛) ⋅ (1 − 2

𝑛) ⋅ ⋯ ⋅ (1 − 𝑘 − 1
𝑛 )] (1 − 𝜆

𝑛)
𝑛

⋅ (1 − 𝜆
𝑛)

−𝑘

=𝜆𝑘

𝑘! ⋅ 𝑒−𝜆.

例 2.2.4. 计算机硬件公司制造某种特殊型号的微型芯片，次品率达到 0.1%, 各芯片成

为次品相互独立. 求在 1000 只产品中至少有 2 只次品的概率. 以 𝑋 记产品中的次品数，

𝑋 ∼ 𝐵 (1000, 0.001).

解. 由于 𝑋 ∼ 𝐵 (1000, 0.001), 其中参数 𝑛 非常大，因此考虑用泊松分布近似. 由于
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𝑛 ⋅ 𝑝 = 1, 因此考虑 𝑋 ∼ 𝜋 (1):

𝑃 {𝑋 ⩾ 2} = 1 − 𝑃 {𝑋 < 2} = 1 −
1

∑
𝑖=0

𝑃 {𝑋 = 𝑖}

∼ 1 − 𝑒−1 ⋅ (
1

∑
𝑖=0

1𝑖

𝑖! ) = 𝑒 − 2
𝑒 .

例 2.2.5. 随机变量 𝑋 服从泊松分布，并且已知 𝑃 {𝑋 = 1} = 𝑃 {𝑋 = 2},求 𝑃 {𝑋 = 4}.

解. 根据题目所给条件，设 𝑋 ∼ 𝜋 (𝜆) 则有：

𝑃 {𝑋 = 1} = 𝜆 ⋅ 𝑒−𝜆 = 𝑃 {𝑋 = 2} = 𝜆2

2 ⋅ 𝑒−𝜆 ⟹ 𝜆 = 2.

因此 𝑋 ∼ 𝜋 (2), 得出：
𝑃 {𝑋 = 4} = 24

24 ⋅ 𝑒−2 = 4
3 ⋅ 𝑒2 .

几何分布

定义 2.2.6. 伯努利试验“成功”的概率为 𝑝. 试验第 𝑘 次才成功的概率.

𝑃 {𝑋 = 𝑘} = (1 − 𝑝)𝑘−1 ⋅ 𝑝. 𝑘 = 1, 2, 3, ⋯

称 𝑋 的分布律服从参数为 𝑝 的几何分布，记为 𝑋 ∼ 𝐺𝑒 (𝑝).

例 2.2.6. 一个盒子里有 100 颗球，98 颗白球；两颗红球. 每次抽 1 个观察颜色，有放回
抽烟个，抽到红球就停止. 假设 𝑋 代表停止时抽取的次数，求：

(1) 𝑋 的分布率；

(2) 𝑃 {𝑋 = 6}.

解.

(1) 设” 成功” 表示抽到红球，则 𝑋 = 𝑘 表示第 𝑘 次才成功. 根据集合分布：

𝑃 {𝑋 = 𝑘} = ( 98
100)

𝑘−1
× 2

100.

(2)

𝑃 {𝑋 = 6} = 0.985 × 0.02 = 0.018
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例 2.2.7. 一批产品不合格的概率为 0.05, 对该批产品进行逐个抽查，求第一次抽到不合

格产品时，检查的次数 𝑋 的分布率.

解. 定义” 成功”：抽到不合格产品，则：

𝑃 {𝑋 = 𝑘} = 0.95𝑘−1 × 0.05

超几何分布

从有限 𝑁 个物品（其中含有 𝐷 个特定物品），从 𝑁 中抽出 𝑛 个物品，考虑其中包含 𝑘
个特定物品的概率.

例 2.2.8. 设有 𝑁 件产品，其中有 𝐷 件次品，今从中任取 𝑛 件，求其中恰有 𝑘(𝑘 ⩽ 𝐷)
件次品的概率.

解. 设随机变量 𝑋 表示取中次品的数量，则题目要求 𝑃 {𝑋 = 𝑘}, 则：

𝑃 {𝑋 = 𝑘} = 𝐶𝑘
𝐷 ⋅ 𝐶𝑛−𝑘

𝑁−𝐷
𝐶𝑛

𝑁

定义 2.2.7. 随机变量 𝑋 的分布率为如下形式：

𝑃 {𝑋 = 𝑘} = 𝐶𝑘
𝐷 ⋅ 𝐶𝑛−𝑘

𝑁−𝐷
𝐶𝑛

𝑁

称 𝑋 满足参数为 𝑛, 𝐷, 𝑁 的超几何分布，记作 𝑋 ∼ 𝐻 (𝑛, 𝐷, 𝑁).

2.3 随机变量的分布函数

定义 2.3.1. 设随机变量 𝑋, 𝑥 为任意实数，则称

𝐹 (𝑥) = 𝑃 {𝑋 ⩽ 𝑥} , −∞ < 𝑥 < +∞.

为 𝑋 的分布函数.
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2.4 连续型随机变量及其概率密度

2.4.1 连续型随机变量及其概率密度函数

定义 2.4.1. 随机变量 𝑋 的分布函数为 𝐹 (𝑥), 若 𝐹 (𝑥) 可由一个非负的可积函数 𝑓 (𝑥)
积分得到：

𝐹 (𝑥) = ∫
𝑥

−∞
𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡.

则称 𝑋 是连续型随机变量，其概率密度函数是 𝑓 (𝑥).

注. 连续型随机变量 𝑋 的分布函数是连续函数.

概率密度的性质

1. 𝑓 (𝑥) ⩾ 0;

2. ∫+∞
−∞ 𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 = 1;

3. 对于 ∀𝑥1, 𝑥2 且 𝑥1 ⩽ 𝑥2, 则：

𝑃 {𝑥1 < 𝑋 ⩽ 𝑥2} = 𝐹 (𝑥2) − 𝐹 (𝑥1) = ∫
𝑥2

𝑥1

𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥.

4. 如果 𝑓 (𝑥) 在 𝑥 = 𝑥0 处连续，则 𝐹 ′ (𝑥0) = 𝑓 (𝑥0);

5. 𝑃 {𝑋 = 𝑎} = 0;

6. 对于连续型随机变量，有

𝑃 {𝑥1 ⩽ 𝑋 ⩽ 𝑥2} = 𝑃 {𝑋 ⩽ 𝑥2} − 𝑃 {𝑋 ⩽ 𝑥1} + 𝑃 {𝑋 = 𝑥1}

= 𝑃 {𝑋 ⩽ 𝑥2} − 𝑃 {𝑋 ⩽ 𝑥1}

概率分布

随机变量的概率分布 ⟹ 分布函数+
⎧{
⎨{⎩

分布律 离散型随机变量

概率密度函数 连续型随机变量

例 2.4.1. 一个靶子半径为 2 m的圆盘，设击中靶上任一同心圆盘上的点的概率与该圆盘

的面积成正比，并设射击都能中靶，以 𝑋 表示弹着点与圆心的距离. 试求随机变量 𝑋 的分
布律.
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解. 根据题意，以圆盘的圆心为原点在圆盘上建立极坐标系 (𝑥 , 𝜃)，则可以得出：

𝐹 (𝑥) = 𝑃 {𝑋 ⩽ 𝑥} =
∫𝑥
0 2𝜋𝑥 𝑑𝑥

∫𝑅
0 2𝜋𝑥 𝑑𝑥

= 𝑥2

𝑅2 = 𝑥2

4 .

结合 𝑥 在实数域上的所有取值，可以得到：

𝐹 (𝑥) =

⎧{{{
⎨{{{⎩

0 𝑥 < 0
𝑥2
4 0 ⩽ (𝑥) ⩽ 2

1 others.

例 2.4.2. 设随机变量 𝑋 具有概率密度函数

𝑓 (𝑥) =

⎧{{{
⎨{{{⎩

𝑘𝑥 0 ⩽ 𝑥 < 3

2 − 𝑥
2 3 ⩽ 𝑥 ⩽ 4

0 others.

(1) 确定常数 𝑘;

(2) 求 𝑋 的分布函数 𝐹 (𝑥);

(3) 求 𝑃 {1 < 𝑥 < 7
2}.

解.

(1) 𝑓 (𝑥) 为概率密度函数需满足 ∫∞
−∞ 𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 = 1, 因此有

∫
+∞

−∞
𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 = ∫

3

0
𝑘𝑥 𝑑𝑥 + ∫

4

3
2 − 𝑥

2 𝑑𝑥 = 1

⟹ 9𝑘
2 = 3

4
⟹ 𝑘 = 1

6
(2) 根据分布函数和概率密度函数之间的关系，可以得出

𝐹 (𝑥) =

⎧{{{{{
⎨{{{{{⎩

0 𝑥 < 0
𝑥2
12 0 ⩽ 𝑥 < 3

2𝑥 − 3 − 𝑥2
4 3 ⩽ 𝑥 < 4

1 4 ⩽ 𝑥.

27



2.4 连续型随机变量及其概率密度 第二章 随机变量及其分布

(3) 根据概率分布函数的定义有

𝑃 {1 < 𝑥 < 7
2} = 𝐹 (7

2) − 𝐹 (1) = 15
16 − 1

12 = 41
48.

2.4.2 重要的连续型随机变量分布

均匀分布

定义 2.4.2. 𝑋 的概率密度为：

𝑓 (𝑥) =
⎧{
⎨{⎩

1
𝑏−𝑎 𝑎 < 𝑥 < 𝑏

0 others.

称 𝑋 在区间 (𝑎, 𝑏) 服从均匀分布，记作 𝑋 ∼ 𝑈 (𝑎, 𝑏).

注. 根据分布函数和概率密度函数之间的关系，可以得出均匀分布的概率分布函数

𝐹 (𝑥) =

⎧{{{
⎨{{{⎩

0 𝑥 < 𝑎
𝑥−𝑎
𝑏−𝑎 𝑎 ⩽ 𝑥 < 𝑏

1 𝑏 ⩽ 𝑥.

例 2.4.3. 设电阻值 𝑅 为随机变量，均匀分布在 900 Ω ∼ 1100 Ω. 求 𝑅 的概率密度函数
及落在 950 Ω ∼ 1050 Ω 的概率.

解. 由均匀分布可以得出 𝑅 的概率密度函数为

𝑓 (𝑟) =
⎧{
⎨{⎩

1
200 900 < 𝑟 < 1100

0 others.

所求区间内概率为

𝑃 {950 ⩽ 𝑅 ⩽ 1050} = ∫
1050

950

1
200 𝑑𝑟 = 1

2.

例 2.4.4. 若随机变量 𝑌 在 (1, 6) 上服从均匀分布，求方程 𝑥2 + 𝑌 𝑥 + 1 = 0 有实根的概
率.
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解. 随机变量有实根需满足

𝑌 2 − 4 ⩾ 0 ⟹ 𝑌 2 ⩾ 4 ⟹ 𝑌 ⩾ 2

根据均匀分布可以得出随机变量 𝑌 的概率密度函数

𝑓 (𝑦) =
⎧{
⎨{⎩

1
5 1 < 𝑥 < 6

0 others.

由此得出 𝑌 ⩾ 2 的概率为

𝑃 {𝑌 ⩾ 2} = 1 − 𝑃 {𝑌 ⩽ 2} = 1 − ∫
2

1

1
5 𝑑𝑦 = 4

5.

例 2.4.5. 设随机变量 𝑋 在区间 (2, 5) 上服从均匀分布，现对 𝑋 进行三次独立观测，则
至少有两次观测值大于 3 的概率.

解. 根据均匀分布，可以得出随机变量 𝑋 的概率密度函数

𝑓 (𝑥) =
⎧{
⎨{⎩

1
3 2 < 𝑥 < 5

0 others.

由此得出每次观测，值大于 3 的概率为

𝑝 = ∫
5

3

1
3 𝑑𝑥 = 2

3.

设随机变量 𝑌 为三次观测中值大于 3 的次数. 则 𝑌 ∼ 𝐵 (3, 2
3), 可以得出

𝑃 {𝑌 ⩾ 2} = 𝑃 {𝑌 = 2} + 𝑃 {𝑌 = 3} = 𝐶2
3 ⋅ 𝑝2 (1 − 𝑝) + 𝑝3 = 20

27.

指数分布

定义 2.4.3. 随机变量 𝑋 的概率密度函数为

𝑓 (𝑥) =
⎧{
⎨{⎩

𝜆𝑒−𝜆𝑥 𝑥 > 0

0 others.

其中参数 𝜆 > 0. 称 𝑋 服从指数分布，记作 𝑋 ∼ 𝐸 (𝜆).
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注. 指数分布的概率分布函数并不能简单通过积分求得，可以记忆一下：

𝐹 (𝑥) =
⎧{
⎨{⎩

1 − 𝑒−𝜆𝑥 𝑥 > 0

0 𝑥 ⩽ 0

定理 2.4.1. 指数分布的无记忆性 对于任意 𝑠 > 0, 𝑡 < 0, 有

𝑃 {𝑋 > 𝑡} = 𝑃 {𝑋 > 𝑠 + 𝑡|𝑋 > 𝑠} .

注. 对于无记忆性，可以这样理解：对一个没有明显老化的产品，设随即变量 𝑋 表示产
品的寿命. 则上述定理等式左边表示使用时间大于 𝑡 的概率；右边表示在产品已经用了 𝑠 时
间的基础上，还能用的时间大于 𝑡 的概率.

证明.指数分布的无记忆性 对于等式的左边

𝑃 {𝑋 > 𝑡} = 1 − 𝑃 {𝑋 ⩽ 𝑡} = 1 − 𝐹 (𝑡) = 1 − (1 − 𝑒−𝜆𝑡) = 𝑒−𝜆𝑡.

对于等式的右边有

𝑃 {𝑋 > 𝑠 + 𝑡|𝑋 > 𝑡} = 𝑃 {(𝑋 > 𝑠 + 𝑡) ∩ (𝑋 > 𝑠)}
𝑃 {𝑋 > 𝑠} = 𝑃 {𝑋 > 𝑠 + 𝑡}

𝑃 {𝑋 > 𝑠} = 1 − 𝐹 (𝑠 + 𝑡)
1 − 𝐹 (𝑠)

= 1 − (1 − 𝑒−𝜆(𝑠+𝑡))
1 − (1 − 𝑒−𝜆𝑠) = 𝑒−𝜆𝑡.

所以左右两式相等.

例 2.4.6. 设打一次电话所用时间 𝑋 (min) 服从参数 𝜆 = 0.1 的指数分布，如果某人刚好
在你前面走进电话亭，求你等待的时间：

(1) 超过 10 分钟的概率；

(2) 在 10 分钟到 20 分钟之间的概率.

解. 由随机变量 𝑋 ∼ 𝐸 (𝜆 = 0.1) 可以得出

𝑓 (𝑥) =
⎧{
⎨{⎩

0.1𝑒−0.1𝑥 𝑥 > 0

0 others.

因此可以计算概率

(1)

𝑃 {𝑋 > 10} = 1 − 𝑃 {𝑋 ⩽ 10} = 1 − 𝐹 (10) = 1 − (1 − 𝑒−1) = 1
𝑒.
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(2)

𝑃 {10 < 𝑋 ⩽ 20} = 𝐹 (20) − 𝐹 (10) = (1 − 𝑒−2) − (1 − 𝑒−1) = 𝑒−1 − 𝑒−2.

正态分布

定义 2.4.4. 若连续型随机变量 𝑋 的概率密度为

𝑓 (𝑥) = 1√
2𝜋𝜎 exp {−(𝑥 − 𝜇)2

2𝜎2 } , −∞ < 𝑥 < +∞.

其中参数 𝜇 和 𝜎 都是大于 0 的常数. 称这样的 𝑋 服从参数为 𝜇 和 𝜎 的正态分布或高斯
(Gauss) 分布，记作 𝑋 ∼ 𝑁 (𝜇, 𝜎2).

注. 若正态分布的参数满足

1. 𝜇 = 0;

2. 𝜎 = 1.

则称分布为标准正态分布. 其概率密度函数为

𝜑 (𝑥) = 1√
2𝜋 exp {−𝑥2

2 } .

正态分布的概率分布函数为

𝐹 (𝑥) = 𝑃 {𝑋 ⩽ 𝑥} = ∫
𝑥

−∞

1√
2𝜋𝜎 exp {−(𝑡 − 𝜇)2

2𝜎2 } 𝑑𝑡.

当

⎧{
⎨{⎩

𝜇 = 0

𝜎 = 1
时有Φ (𝑥) = ∫

𝑥

−∞

1√
2𝜋 exp {−𝑡2

2 } 𝑑𝑡.

注. 正态分布的性质：

1. 概率密度曲线关于 𝑋 = 𝜇 对称；

2. 𝑓 (𝑥)𝑚𝑎𝑥 = 𝑓 (𝜇) = 1√
2𝜋𝜎；

3. 𝑃 {𝜇 − ℎ < 𝑋 ⩽ 𝜇} = 𝑃 {𝜇 < 𝑋 ⩽ 𝜇 + ℎ}；
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4. 对于标准正态分布，有 Φ (𝑥) + Φ (−𝑥) = 1.

引理 2.4.2. 设随机变量 𝑋 ∼ 𝑁 (𝜇, 𝜎2), 𝑍 = 𝑋−𝜇
𝜎 , 则 𝑍 ∼ 𝑁 (0, 1).

证明. 设 𝐹𝑍 (𝑥) 为随机变量 𝑍 的概率分布函数，则

𝐹𝑍 (𝑥) = 𝑃 {𝑍 ⩽ 𝑥} = 𝑃 {𝑋 − 𝜇
𝜎 ⩽ 𝑥} = 𝑃 {𝑋 ⩽ 𝑥𝜎 + 𝜇}

= ∫
𝜇+𝑥𝜎

−∞

1√
2𝜋𝜎 exp {−(𝑡 − 𝜇)2

2𝜎2 } 𝑑𝑡 令𝑢 = 𝑡 − 𝜇
𝜎

= 1√
2𝜋𝜎 ∫

𝑥

−∞
exp {−𝑢2

2 } 𝑑𝑢

= Φ (𝑥) .

例 2.4.7. 设随机变量 𝑋 服从正态分布 𝑁 (𝜇, 𝜎2), 则随 𝜎 增大，概率 𝑃 {|𝑋 − 𝜇| < 𝜎}
如何变化？

解. 由于

𝑃 {|𝑋 − 𝜇| < 𝜎} = 𝑃 {−𝜎 < 𝑋 − 𝜇 < 𝜎} = 𝑃 {−𝜎
𝜎 < 𝑋 − 𝜇

𝜎 < 𝜎
𝜎}

= 𝑃 {−1 < 𝑋 − 𝜇
𝜎 < 1} = Φ (1) − Φ (−1) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

所以保持不变.

例 2.4.8. 假设测量的随机误差 𝑋 ∼ 𝑁 (0, 102), 求在 100 次独立重复测量中，至少有三
次测量的误差的绝对值大于 19.6 的概率 𝛼, 并利用泊松分布求出 𝛼 的近似值.

解. 每一次测量的随机误差 𝑋 服从正态分布，设 𝑌 = 𝑋
10 服从标准正态分布，则

𝑃 {|𝑋| > 19.6} = 𝑃 {𝑋 < −19.6 , 𝑋 > 19.6} = 𝑃 {𝑌 < −1.96 , 𝑌 > 1.96}

= Φ (−1.96) + (1 − Φ (1.96)) = 1 − 0.9750 + 1 − 0.9750 = 0.05.

由此得出每次测量误差绝对值大于 19.6 的概率 𝑝 = 0.05.

设随机变量 𝑍表示 100次试验中，测量误差绝对值大于 19.6的次数，则 𝑍 ∼ 𝐵 (100, 0.05)

𝑃 {𝑍 ⩾ 3} = 1 − 𝑃 {𝑍 < 3} = 1 −
2

∑
𝑖=0

𝑃 {𝑍 = 𝑖}

= 1 − [(1 − 𝑝)100 + 𝐶1
100 ⋅ 𝑝 (1 − 𝑝)99 + 𝐶2

100 ⋅ 𝑝2 (1 − 𝑝)98]

= 0.882.
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根据泊松定理，随机变量 𝑍 可以用泊松分布近似，由于 𝑛 ⋅ 𝑝 = 5, 因此 𝑍 ∼ 𝜋 (5), 由此
可得

𝛼 = 𝑃 {𝑍 ⩾ 3} = 1 −
2

∑
𝑖=0

𝑃 {𝑍 = 𝑖}

= 1 − 𝑒−5 (1 + 5 + 52

2 ) = 0.875.

注. 3𝜎 法则：𝑋 ∼ 𝑁 (𝜇, 𝜎2) ⟹ 𝐹 (𝑥) = 𝑃 {𝑋 ⩽ 𝑥} = 𝑃 {𝑋−𝜇
𝜎 ⩽ 𝑥−𝜇

𝜎 } = Φ (𝑥−𝜇
𝜎 ).

⟹

𝑃 {𝑥1 < 𝑋 ⩽ 𝑥2} = 𝑃 {𝑥1 − 𝜇
𝜎 < 𝑋 − 𝜇

𝜎 ⩽ 𝑥2 − 𝜇
𝜎 }

= 𝑃 {𝑋 − 𝜇
𝜎 ⩽ 𝑥2 − 𝜇

𝜎 } − 𝑃 {𝑋 − 𝜇
𝜎 ⩽ 𝑥1 − 𝜇

𝜎 }

= Φ (𝑥2 − 𝜇
𝜎 ) − Φ (𝑥1 − 𝜇

𝜎 ) .

⟹

𝑃 {𝜇 − 𝜎 < 𝑋 ⩽ 𝜇 + 𝜎} = Φ (𝜇 + 𝜎 − 𝜇
𝜎 ) − Φ (𝜇 − 𝜎 − 𝜇

𝜎 )

= Φ (1) − Φ (−1) = Φ (1) − (1 − Φ (1)) = 2Φ (1) − 1

= 68.26%.

𝑃 {𝜇 − 2𝜎 < 𝑋 ⩽ 𝜇 + 2𝜎} = 2Φ (2) − 1 = 95.44%.

𝑃 {𝜇 − 3𝜎 < 𝑋 ⩽ 𝜇 + 3𝜎} = 2Φ (3) − 1 = 99.74%.

定义 2.4.5. 设随机变量 𝑋 ∼ 𝑁 (0, 1), 若 𝑍𝛼 满足

𝑃 {𝑋 > 𝑍𝛼} = 𝛼, 0 < 𝛼 < 1.

则 𝑍𝛼 是 𝑋 的上 𝛼 分位点.

注. 上 𝛼 分位点指的是：在标准正态分布图像中，满足 𝑋 = 𝑍𝛼 右侧的面积等于 𝛼 的 𝑋
的值. 且 −𝑍𝛼 = 𝑍1−𝛼.

例 2.4.9. 将一温度调节器放置在贮存着某种液体的容器内，调节器整定在 𝑑 °C, 液体的

温度 𝑋 是一个随机变量，且 𝑋 ∼ 𝑁 (𝑑, 0.52).
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(1) 若 𝑑 = 90 °C, 求 𝑋 小于 89 °C 的概率.

(2) 若要求保持液体的温度至少为 80 °C 的概率不低于 0.99, 求 𝑑 至少为多少.

解.

(1) 若 𝑑 = 90 °C, 则

𝑃 {𝑋 ⩽ 89} = 𝑃 {𝑋 − 𝑑
0.5 ⩽ 89 − 90

0.5 } = Φ (−2) = 0.0228.

(2) 保持液体温度至少为 80 °C, 意味 𝑋 ⩾ 80, 要求 𝑃 {𝑋 ⩾ 80} ⩾ 0.99, 则

𝑃 {𝑋 ⩾ 80} =1 − 𝑃 {𝑋 ⩽ 80} + 𝑃 {𝑋 = 80} = 1 − 𝑃 {𝑋 ⩽ 80}

=1 − 𝑃 {𝑋 − 𝑑
0.5 ⩽ 80 − 𝑑

0.5 } = 1 − Φ (80 − 𝑑
0.5 ) ⩾ 0.99

⟹ Φ (80 − 𝑑
0.5 ) ⩽ 0.01 ⟹ Φ (𝑑 − 80

0.5 ) ⩾ 0.99

⟹ 𝑑 − 80
0.5 ⩾ 2.327 ⟹ 81.1625°C.

例 2.4.10. 某单位招聘 155 人，按考试成绩录用，共有 526 人报名，假设报名者的考试
成绩 𝑋 ∼ 𝑁 (𝜇, 𝜎2). 已知 90 分以上的 12 人，60 分以下的 83 人，若从高到低依次录取，某
人成绩为 78 分，问此人能否被录取.

解. 根据信息，录取率 𝑝 = 155
526 = 29.47%, 先计算正态分布的参数. 已知 90 分以上的有

12 人，因此

𝑃 {𝑋 ⩽ 90} = Φ (90 − 𝜇
𝜎 ) = 1 − 𝑃 {𝑋 ⩾ 90} = 1 − 12

526 = 0.9772

⟹ 90 − 𝜇
𝜎 = 2.

又因为 60 分以下的有 83 人，所以

𝑃 {𝑋 ⩽ 60} = Φ {60 − 𝜇
𝜎 } = 83

526 = 15.78% = 1 − Φ (𝜇 − 60
𝜎 )

⟹ 𝜇 − 60
𝜎 = 1.

综合上述，可以解得

⎧{
⎨{⎩

𝜇 = 70

𝜎 = 10.
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因此 𝑋 ∼ 𝑁 (70, 100).
根据录取规则，若该应聘者被录取，则它的成绩应在前 29.47%. 即 𝑃 {𝑋 > 78} ⩽ 29.47%,

于是根据

𝑃 {𝑋 > 78} = 1 − Φ { 8
10} = 21.19% ⩽ 29.47%.

因此可以被录取.

2.5 随机变量函数的分布

2.5.1 分布函数法

例 2.5.1. 设随机变量 𝑋 具有以下分布律，试求 𝑌 = (𝑋 − 1)2
的分布律.

𝑋 −1 0 1 2
𝑝𝑘 0.2 0.3 0.1 0.4

解. 根据随机变量 𝑋 与 𝑌 的关系，可以解得 𝑌 的取值为 {0, 1, 4}.

𝑃 {𝑌 = 0} = 𝑃 {(𝑋 − 1)2 = 0} = 𝑃 {𝑋 = 1} = 0.1

𝑃 {𝑌 = 1} = 𝑃 {(𝑋 − 1)2 = 1} = 𝑃 {𝑋 = 0 ∪ 𝑋 = 2} = 𝑃 {𝑋 = 0} + 𝑃 {𝑋 = 2} = 0.7

𝑃 {𝑋 = 4} = 𝑃 {(𝑋 − 1)2 = 1} = 𝑃 {𝑋 = −1} = 0.2.

因此 𝑌 得分布律为

𝑌 0 1 4
𝑝𝑘 0.1 0.7 0.2

例 2.5.2. 随机变量 𝑋 具有得概率密度如下

𝑓𝑋 (𝑥) =
⎧{
⎨{⎩

𝑥
8 0 < 𝑥 < 4

0 others.

求随机变量 𝑌 = 2𝑋 + 8 得概率密度函数.
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解. 先求随机变量 𝑌 的概率分布函数.

𝐹𝑌 (𝑦) = 𝑃 {𝑌 ⩽ 𝑦} = 𝑃 {2𝑋 + 8 ⩽ 𝑦} = 𝑃 {𝑋 ⩽ 𝑦 − 8
2 }

= ∫
𝑦−8

2

0

𝑥
8 𝑑𝑥 = 1

64𝑦2 − 1
4𝑦 + 1, 8 < 𝑦 < 16.

由此得出

𝐹𝑌 (𝑦) =

⎧{{{
⎨{{{⎩

0 𝑦 < 8
1

64𝑦2 − 1
4𝑦 + 1 8 ⩽ 𝑦 < 16

1 16 ⩽ 𝑦.

通过概率分布函数和概率密度函数的关系，可求得随机变量 𝑌 的概率密度函数.

𝑓𝑌 (𝑦) =
⎧{
⎨{⎩

1
32𝑦 − 1

4 8 < 𝑦 < 16

0 others.

例 2.5.3. 设随机变量 𝑋 具有概率密度函数 𝑓𝑥 (𝑥), 求 𝑌 = 𝑋2 的概率密度函数.

解. 先求 𝑌 的概率分布函数.

𝐹𝑌 (𝑦) = 𝑃 {𝑌 ⩽ 𝑦} = 𝑃 {𝑋2 ⩽ 𝑦} = 𝑃 {−√𝑦 ⩽ 𝑋 ⩽ √𝑦} = 𝐹𝑋 (√𝑦) − 𝐹𝑋 (−√𝑦)

再根据概率分布函数和概率密度函数之间的关系，求得 𝑌 得概率密度函数.

𝑓𝑌 (𝑦) = 𝑑𝐹𝑌 (𝑦)
𝑑𝑦 = 𝑑 (𝐹𝑋 (√𝑦) − 𝐹𝑋 (−√𝑦))

𝑑𝑦

= 𝑑𝐹𝑋 (√𝑦)
𝑑𝑦 − 𝑑𝐹𝑋 (−√𝑦)

𝑑𝑦
= 1

2√𝑦 ⋅ (𝑓𝑥 (√𝑦) + 𝑓𝑥 (−√𝑦)) .

⟹

𝑓𝑦 (𝑦) =
⎧{
⎨{⎩

0 𝑦 ⩽ 0
1

2√𝑦 ⋅ (𝑓𝑥 (√𝑦) + 𝑓𝑥 (−√𝑦)) 0 < 𝑦.
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例 2.5.4. 设随机变量 𝑋 有如下概率密度函数

𝑓𝑋 (𝑥) =
⎧{
⎨{⎩

𝑒−𝑥 𝑥 ⩾ 0

0 𝑥 < 0.

求随机变量 𝑌 = 𝑒𝑋 的概率密度函数 𝑓𝑦 (𝑦).

解. 先求出随机变量 𝑌 的取值范围. 由 𝑋 ⩾ 0 得出 𝑌 ⩾ 1. 再有

𝐹𝑌 (𝑦) = 𝑃 {𝑌 ⩽ 𝑦} = 𝑃 {𝑒𝑋 ⩽ 𝑦} = 𝑃 {𝑋 ⩽ ln 𝑦} = 𝐹𝑋 (ln 𝑦) .

又因为 𝑓𝑦 (𝑦) = 𝐹 ′
𝑌 (𝑦)

𝑓𝑌 (𝑦) = 1
𝑦𝑓𝑋 (ln 𝑦) =

⎧{
⎨{⎩

1
𝑦2 1 ⩽ 𝑦

0 𝑦 < 1.

2.5.2 定理法

定理 2.5.1. 设随机变量 𝑋 具有概率密度 𝑓𝑥 (𝑥) , −∞ < 𝑥 < +∞, 又设函数 𝑔 (𝑥) 处处
可导且有 𝑔 (𝑥) 单调，则 𝑌 = 𝑔 (𝑋) 是连续型随机变量，其概率密度为

𝑓𝑌 (𝑦) =
⎧{
⎨{⎩

𝑓𝑋 [ℎ (𝑦)] ⋅ |ℎ′ (𝑦)| 𝛼 < 𝑦 < 𝛽

0 others.

其中 𝛼 = 𝑚𝑖𝑛 {𝑔 (−∞) , 𝑔 (+∞)}, 𝛽 = 𝑚𝑎𝑥 {𝑔 (−∞) , 𝑔 (+∞)}, ℎ (𝑦) 是 𝑔 (𝑥) 的反函数.

证明.简单证明 先计算 𝑌 的概率密度函数.

𝐹𝑌 (𝑦) = 𝑃 {𝑌 ⩽ 𝑦} = 𝑃 {𝑔 (𝑥) ⩽ 𝑦} = 𝑃 {𝑋 ⩽ ℎ (𝑦)} = 𝐹𝑋 (ℎ (𝑦)) .

再由概率分布函数和概率密度函数的关系，可以得出

𝑓𝑌 (𝑦) = 𝐹 ′
𝑌 (𝑦) = 𝑓𝑋 (ℎ (𝑦)) ⋅ ℎ′ (𝑦) .

绝对值只是因为反函数求导可能正可能负，这与 𝑔 (𝑥)的单调性有关，该定理只是分布函数法
的理论概括.
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例 2.5.5. 设随机变量 𝑋 有如下概率密度函数

𝑓𝑋 (𝑥) =
⎧{
⎨{⎩

𝑒−𝑥 𝑥 ⩾ 0

0 𝑥 < 0.

求随机变量 𝑌 = 𝑒𝑋 的概率密度函数 𝑓𝑦 (𝑦).

解. 运用定理，先找定理中的元素. 𝑔 (𝑥) = 𝑒𝑥 单调且处处可导，𝑌 = 𝑔 (𝑋) = 𝑒𝑋, 得出

𝑋 = ln 𝑌 . 因此 𝑔 (𝑥) 的反函数为 ℎ (𝑦) = ln 𝑦. 𝛼 = 𝑔 (0) = 1, 𝛽 = 𝑔 (+∞) = +∞.

𝑓𝑌 (𝑦) =
⎧{
⎨{⎩

𝑓𝑋 (ℎ (𝑦)) ⋅ |ℎ′ (𝑦)| = 1
𝑦2 1 < 𝑥 < +∞

0 others.
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3.1 二维随机变量

3.1.1 二维随机变量及其联合分布函数

定义 3.1.1. 试验 𝐸 的样本空间为 Ω = {𝑒}, 𝑒 由 (𝑋, 𝑌 ) 构成. 𝑋, 𝑌 是定义在 Ω 里的随
机变量. 称 (𝑋, 𝑌 ) 为二维随机变量.

定义 3.1.2. 称

𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑃 {𝑋 ⩽ 𝑥, 𝑌 ⩽ 𝑦}

为随机变量 𝑋 和 𝑌 的联合分布函数.

注. 通常记 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ), 此时随机变量 𝑍 就是一个二维随机变量.

性质

1. 𝐹 (𝑥, 𝑦) 是一个不减函数；

2. 0 ⩽ 𝐹 (𝑥, 𝑦) ⩽ 1; 特别的有：

𝐹 (−∞, 𝑦) = 𝐹 (𝑥, −∞) = 𝐹 (−∞, −∞) = 0;

𝐹 (+∞, +∞) = 1;

3. 𝐹 (𝑥, 𝑦) 是关于 𝑥 或 𝑦 的右连续函数.

例 3.1.1. 用分布函数表示如下概率：

𝑃 {𝑥1 < 𝑋 ⩽ 𝑥2, 𝑦1 < 𝑌 ⩽ 𝑦2} .
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解. 根据分布函数的定义：

𝑃 {𝑥1 < 𝑋 ⩽ 𝑥2, 𝑦1 < 𝑌 ⩽ 𝑦2}

=𝑃 {𝑋 ⩽ 𝑥2, 𝑌 ⩽ 𝑦2} − 𝑃 {𝑋 ⩽ 𝑥1, 𝑌 ⩽ 𝑦2}

− 𝑃 {𝑋 ⩽ 𝑥2, 𝑌 ⩽ 𝑦1} + 𝑃 {𝑋 ⩽ 𝑥1, 𝑌 ⩽ 𝑦1}

=𝐹 (𝑥2, 𝑦2) − 𝐹 (𝑥1, 𝑦2) − 𝐹 (𝑥2, 𝑦1) + 𝐹 (𝑥1, 𝑦1)

注. 上例可以从几何的角度思考. 概率 𝑃 {𝑥1 < 𝑋 ⩽ 𝑥2, 𝑦1 < 𝑌 ⩽ 𝑦2} 表示的概率在二
维实数平面上为一个由 𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2 围成的矩形，只需要利用满足定律的方式将对应的举行

表示出来即可.

3.1.2 离散型二维随机变量及联合分布律

定义 3.1.3. 随机变量 𝑍 = (𝑋, 𝑌 ) 所有的取值为有限对或无限可列对，称为离散型二维
随机变量.

定义 3.1.4. 离散型二维随机变量的联合分布率：

𝑃 {𝑋 = 𝑥𝑖, 𝑌 = 𝑦𝑖} , 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3, ⋯

性质

1. 𝑃𝑖,𝑗 ⩾ 0;

2. ∑ 𝑃𝑖,𝑗 = 1.

例 3.1.2. 随机变量 𝑋 在 1, 2, 3, 4 中等可能地取一个值，另一个随机变量 𝑌 在 1 ∼ 𝑋
中等可能地取一个整数值. 求 (𝑋, 𝑌 ) 的联合分布率.

解. 随机变量 𝑋 其取值可以为 1, 2, 3, 4, 只有当 𝑋 的取值确定时，𝑌 的取值范围才能
确定. 因此根据定义有：

𝑃 {𝑋 = 𝑖, 𝑌 = 𝑗} = 1
4 × 1

𝑖 = 1
4 ⋅ 𝑖 𝑖 = 1, 2, 3, 4; 𝑗 = 1, ⋯ , 𝑖

由此可以画出表格.
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3.1.3 连续型二维随机变量及联合概率密度

定义 3.1.5. 若二维随机变量 (𝑋, 𝑌 )的联合分布函数为 𝐹 (𝑥, 𝑦),存在 𝑓 (𝑥, 𝑦)非负可积，
使得：

𝐹 (𝑥, 𝑦) = ∫
𝑦

−∞
∫

𝑦

−∞
𝑓 (𝑢, 𝑣) 𝑑𝑢, 𝑑𝑣

称 𝑋, 𝑌 为连续型二维随机变量. 函数 𝑓 (𝑥, 𝑦) 为 (𝑋, 𝑌 ) 的联合概率密度.

性质

1. 𝑓 (𝑥, 𝑦) ⩾ 0;

2. ∫∞ ∫∞ 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 1;

3. 设 𝐺 是 {𝑥, 𝑂, 𝑦} 平面上的某个区域，则 (𝑋, 𝑌 ) 落在 𝐺 区域的概率

𝑃 {(𝑋, 𝑌 ) ∈ 𝐺} = ∬
𝐺

𝑓 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦.

4. 𝑓 (𝑥, 𝑦) 在 (𝑥, 𝑦) 上连续：
𝜕2𝐹 (𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥 𝜕𝑦 = 𝜕2𝐹 (𝑥, 𝑦)
𝜕𝑦 𝜕𝑥 = 𝑓 (𝑥, 𝑦) .

例 3.1.3. 设二维随机变量 (𝑋, 𝑌 ) 具有概率密度

𝑓 (𝑥, 𝑦) =
⎧{
⎨{⎩

2𝑒−(2𝑥+𝑦) 𝑥 > 0, 𝑦 > 0

0 others.

(1) 求分布函数 𝐹 (𝑥, 𝑦);

(2) 求概率 𝑃 {𝑌 ⩽ 𝑋}.

解.

(1) 根据联合分布函数的定义：

𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑃 {𝑋 ⩽ 𝑥, 𝑌 ⩽ 𝑦}

= ∫
𝑦

−∞
∫

𝑥

−∞
𝑓 (𝑢, 𝑣) 𝑑𝑢 𝑑𝑣

= ∫
𝑦

0
∫

𝑥

0
2𝑒−(2𝑢+𝑣) 𝑑𝑢 𝑑𝑣

= ∫
𝑦

0
𝑒−𝑣 (1 − 𝑒−2𝑥) 𝑑𝑣

= (1 − 𝑒−2𝑥) (1 − 𝑒−𝑦)
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由此得出联合分布函数：

𝐹 (𝑥, 𝑦) =
⎧{
⎨{⎩

(1 − 𝑒−2𝑥) (1 − 𝑒−𝑦) 𝑥 > 0, 𝑦 > 0

0 others.

(2) 根据定义，可以得出：

𝑃 {𝑌 ⩽ 𝑋} = ∫
+∞

−∞
∫

+∞

𝑦
𝑓 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

= ∫
+∞

0
∫

+∞

𝑦
2𝑒−(2𝑥+𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

= ∫
+∞

0
𝑒−3𝑦 𝑑𝑦

= 1
3

例 3.1.4. 设二维随机变量 (𝑋, 𝑌 ) 的概率密度为

𝑓 (𝑥, 𝑦) =
⎧{
⎨{⎩

6𝑥 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑦 ⩽ 1

0 others.

求 𝑃 {𝑋 + 𝑌 ⩽ 1}.

解. 根据概率密度函数，可以确定概率非 0 的区域为直线 𝑦 = 𝑥 与 𝑦 = 1 和 𝑥 = 0 围成
的区域. 要求的概率为：

𝑃 {𝑋 + 𝑌 ⩽ 1} = 𝑃 {𝑌 ⩽ 1 − 𝑋}

= ∫
1
2

0
∫

1−𝑥

𝑥
6𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑥

= ∫
1
2

0
6𝑥 − 12𝑥2 𝑑𝑥

= 1
4

注. 上例的积分区间需根据概率密度函数的定义域得到，利用作图确定最后的积分区域.
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例 3.1.5. 已知随机变量 𝑋 和 𝑌 的联合概率密度为

𝜑 (𝑥, 𝑦) =
⎧{
⎨{⎩

4𝑥𝑦 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 1, 0 ⩽ 𝑦 ⩽ 1

0 others.

求 𝑋 和 𝑌 的联合分布函数 𝐹 (𝑥, 𝑦).

解. 概率密度的非零区域是一个矩形，根据分布函数的定义：

𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑃 {𝑋 ⩽ 𝑥, 𝑌 ⩽ 𝑦}

= ∫
𝑦

0
∫

𝑥

0
4𝑥𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦

= ∫
𝑦

0
2𝑥2𝑦 𝑑𝑦

= 𝑥2𝑦2 (0 ⩽ 𝑥 ⩽ 1, 0 ⩽ 𝑦 ⩽ 1)

𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑃 {𝑋 ⩽ 𝑥, 𝑌 ⩽ 𝑦}

= ∫
1

0
∫

𝑥

0
4𝑥𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦

= ∫
1

0
2𝑥2𝑦 𝑑𝑦

= 𝑥2 (0 ⩽ 𝑥 ⩽ 1, 𝑦 > 1)

𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑃 {𝑋 ⩽ 𝑥, 𝑌 ⩽ 𝑦}

= ∫
1

0
∫

𝑥

0
4𝑥𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦

= ∫
1

0
2𝑥2𝑦 𝑑𝑦

= 𝑦2 (0 ⩽ 𝑦 ⩽ 1, 𝑥 > 1)

由此得出分布函数为

𝐹 (𝑥, 𝑦) =

⎧{{{{{{
⎨{{{{{{⎩

𝑥2𝑦2 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 1, 0 ⩽ 𝑦 ⩽ 1

1 𝑥 > 1, 𝑦 > 1

𝑥2 𝑦 > 1, 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 1

𝑦2 𝑥 > 1, 0 ⩽ 𝑦 ⩽ 1

0 𝑥 < 0, 𝑦 < 0
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3.2 边缘分布

3.2.1 边缘分布函数

定义 3.2.1. 设二维随机变量 (𝑋, 𝑌 ) 的联合分布函数为 𝐹 (𝑥, 𝑦). 若有：

1. 随机变量 𝑋 的概率分布函数为 𝐹𝑋 (𝑥);

2. 随机变量 𝑌 的概率分布函数为 𝐹𝑌 (𝑦).

则称 𝐹𝑋 和 𝐹𝑌 为二维随机变量 (𝑋, 𝑌 ) 的边缘分布函数.

注. 边缘分布函数可以由联合分布函数确定：

𝐹𝑋 (𝑥) = 𝑃 {𝑋 ⩽ 𝑥} = 𝑃 {(𝑋 ⩽ 𝑥) ∩ Ω} = 𝑃 {(𝑋 ⩽ 𝑥) ∩ (𝑌 ⩽ +∞)} = 𝐹 (𝑥, +∞) .

同理可以得到：

𝐹𝑌 (𝑦) = 𝐹 (+∞, 𝑦) .

3.2.2 离散型随机变量的边缘分布率

例 3.2.1. 一整数 𝑁 等可能地在 1, 2, 3, ⋯ , 10 十个值中取一个值. 设 𝐷 = 𝐷 (𝑁) 是能
整除 𝑁 的正整数的个数，𝐹 = 𝐹 (𝑁) 是能整除 𝑁 的素数的个数. 试写出 𝐷 和 𝐹 的联合分
布律. 并求边缘分布律.

解. 根据题意：

𝑁 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

𝐷 1 2 2 3 2 4 2 4 3 4

𝐹 0 1 1 1 1 2 1 1 1 2

由此得到 (𝐷, 𝐹) 的联合分布律和边缘分布率

𝐹
𝐷 1 2 3 4 𝐹

0 1
10 0 0 0 1

10
1 0 2

5
1
5

1
10

3
10

2 0 0 0 1
5

1
5𝐷 1/10 2/5 1/5 3/10
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3.2.3 连续型随机变量边缘概率密度

根据边缘概率分布函数：

𝐹𝑋 (𝑥) = 𝐹 (𝑥, +∞) .

可以得到：

𝐹𝑋 (𝑥) = ∫
𝑥

−∞
∫

+∞

−∞
𝑓 (𝑡, 𝑦) 𝑑𝑦 𝑑𝑡.

其中 𝑓 (𝑥, 𝑦) 是二维随机变量 (𝑋, 𝑌 ) 的联合概率密度.

接下来求随机变量 𝑋 的边缘概率密度：

𝑓𝑋 (𝑥) = 𝑑𝐹𝑋 (𝑥)
𝑑𝑥 = ∫

+∞

−∞
𝑓 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦.

同理可得：

𝑓𝑌 (𝑦) = 𝑑𝐹𝑦 (𝑦)
𝑑𝑦 = ∫

+∞

−∞
𝑓 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥.

例 3.2.2. 设随机变量 𝑋 和 𝑌 具有联合概率密度：

𝑓 (𝑥, 𝑦) =
⎧{
⎨{⎩

6 𝑥2 ⩽ 𝑦 ⩽ 𝑥

0 others.

求边缘概率密度 𝑓𝑋 (𝑥) 和 𝑓𝑌 (𝑦).

解. 根据概率密度函数，可以确定概率密度非零的区域为直线 𝑦 = 𝑥 与曲线 𝑦 = 𝑥2 围

城的区域，因此：

𝑓𝑋 (𝑥) = ∫
+∞

−∞
𝑓 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦

= ∫
𝑥

𝑥2
6 𝑑𝑦

= 6𝑥 − 6𝑥2, 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 1.

𝑓𝑌 (𝑦) = ∫
+∞

−∞
𝑓 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥

= ∫
√𝑦

𝑦
6 𝑑𝑥

= 6√𝑦 − 6𝑦, 0 ⩽ 𝑦 ⩽ 1.
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例 3.2.3. 设二维随机变量 (𝑋, 𝑌 ) 的概率密度为：

𝑓 (𝑥, 𝑦) =
⎧{
⎨{⎩

1 0 < 𝑥 < 1, 0 < 𝑦 < 2𝑥

0 others.

求 (𝑋, 𝑌 ) 的边缘概率密度 𝑓𝑋 (𝑥) 和 𝑓𝑌 (𝑦).

解. 根据联合概率密度函数，可以确定概率密度非零的区域为 𝑦 = 0, 𝑥 = 1和 𝑦 = 2𝑥围
城的三角形区域，因此：

𝑓𝑋 (𝑥) = ∫
+∞

−∞
𝑓 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦

= ∫
2𝑥

0
1 𝑑𝑦

= 2𝑥, 0 < 𝑥 < 1

𝑓𝑌 (𝑦) = ∫
+∞

−∞
𝑓 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥

= ∫
1

𝑦
2

1 𝑑𝑥

= 2 − 𝑦
2 , 0 < 𝑦 < 2

3.2.4 常用二维分布

二维均匀分布

回顾一维随机变量的均匀分布，我们说当一维随机变量 𝑋 服从均匀分布，有 𝑋 = 𝑥 在
实数轴 𝑥 上任意一点的 𝑓 (𝑥) 都相等，且有 ∫ 𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 = 1. 即 𝑦 = 𝑓 (𝑥) 与 𝑥 围城的面积为
1. 因此若 𝑋 的取值范围为 𝑥1 = 𝑎 ⩽ 𝑥2 = 𝑏, 则随机变量 𝑋 的概率密度 𝑓 (𝑥) = 1

𝑏−𝑎，从而使

得 ∫ 𝑓 (𝑥) = (𝑏 − 𝑎) 𝑓 (𝑥) = 1 成立.

类比一维随机变量，二维随机变量 (𝑋, 𝑌 ) 服从均匀分布，意味着以 𝑋, 𝑌 为坐标构成的
点落在二维平面内的概率为常数. 若点 (𝑋, 𝑌 ) 只会落在区域 𝐺 中，那么 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 1

|𝐺| , 其

中 |𝐺| 表示区域 𝐺 的面积. 由此得出 ∬ 𝑓 (𝑥, 𝑦) = |𝐺| ⋅ 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 1. 即以区域 𝐺 为底面，
𝑓 (𝑥, 𝑦) 为高的物体体积为 1.
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二维均匀分布的概率密度函数表示为：

𝑓 (𝑥, 𝑦) =
⎧{
⎨{⎩

1
|𝐺| (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺

0 others.

二维正态分布

注. 等待补充

注. 联合概率密度可以确定边缘概率密度，但是边缘概率密度无法确定联合概率密度.

3.3 条件分布

3.3.1 离散型二维随机变量的条件分布律

例 3.3.1. 在一汽车工厂中，一辆汽车有两道工序是由机器人完成的. 其一是紧固 3 只螺
栓，其二是焊接 2 处焊点. 以 𝑋 表示由机器人紧固的螺栓紧固的不良的数目；𝑌 表示由机器
人焊接的不良焊点的数目. 据积累的资料知 (𝑋, 𝑌 ) 具有以下分布律：

𝑌
𝑋

0 1 2 3 𝑃 {𝑌 = 𝑗}

0 0.840 0.030 0.020 0.010 0.900

1 0.060 0.010 0.008 0.002 0.080

2 0.010 0.005 0.004 0.001 0.020

𝑃 {𝑋 = 𝑖} 0.910 0.045 0.032 0.013 1.000

(1) 求在 𝑋 = 1 的条件下，𝑌 的条件分布律；

(2) 求在 𝑌 = 0 的条件下，𝑋 的条件分布律.

解. 根据条件概率计算公式：

𝑃 {𝑌 = 𝑖 | 𝑋 = 𝑗} = 𝑃 {𝑌 = 𝑖, 𝑋 = 𝑗}
𝑃 {𝑋 = 𝑗} .

同理：

𝑃 {𝑋 = 𝑖 | 𝑌 = 𝑗} = 𝑃 {𝑋 = 𝑖, 𝑌 = 𝑗}
𝑃 {𝑌 = 𝑗} .

因此可以做如下计算：
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(1)

𝑃 {𝑌 = 0 | 𝑋 = 1} = 𝑃 {𝑌 = 0, 𝑋 = 1}
𝑃 {𝑋 = 1} = 0.003

0.045 = 2
3

𝑃 {𝑌 = 1 | 𝑋 = 1} = 𝑃 {𝑌 = 1, 𝑋 = 1}
𝑃 {𝑋 = 1} = 0.010

0.045 = 2
9

𝑃 {𝑌 = 2 | 𝑋 = 1} = 𝑃 {𝑌 = 2, 𝑋 = 1}
𝑃 {𝑋 = 1} = 0.005

0.045 = 1
9.

(2)

𝑃 {𝑋 = 0 | 𝑌 = 0} = 𝑃 {𝑋 = 0, 𝑌 = 0}
𝑃 {𝑌 = 0} = 0.840

0.900 = 4
5

𝑃 {𝑋 = 1 | 𝑌 = 0} = 𝑃 {𝑋 = 1, 𝑌 = 0}
𝑃 {𝑌 = 0} = 0.030

0.900 = 1
30

𝑃 {𝑋 = 2 | 𝑌 = 0} = 𝑃 {𝑋 = 2, 𝑌 = 0}
𝑃 {𝑌 = 0} = 0.020

0.900 = 2
90

𝑃 {𝑋 = 3 | 𝑌 = 0} = 𝑃 {𝑋 = 3, 𝑌 = 0}
𝑃 {𝑌 = 0} = 0.010

0.900 = 1
90.

定义 3.3.1. 设二维离散型随机变量 (𝑋, 𝑌 ). 称

𝑃 {𝑋 = 𝑥 | 𝑌 = 𝑦} = 𝑃 {𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦}
𝑃 {𝑌 = 𝑦} .

为在随机变量 𝑌 = 𝑦 的条件下，随机变量 𝑋 的条件分布率.

3.3.2 连续型二维随机变量的条件概率密度和条件分布函数

定义 3.3.2. 设二维连续型随机变量 (𝑋, 𝑌 ) 具有概率密度 𝑓 (𝑥, 𝑦). 而 (𝑋, 𝑌 ) 关于 𝑌 的
边缘概率密度为 𝑓𝑌 (𝑦). 称

𝑓𝑋|𝑌 (𝑥 | 𝑦) = 𝑓 (𝑥, 𝑦)
𝑓𝑌 (𝑦) .

为在 𝑌 = 𝑦 的条件下，𝑋 的条件概率密度.

得到条件概率密度后，根据概率密度与分布函数的关系，可以得到：

𝐹𝑋|𝑌 (𝑥 | 𝑦) = ∫
𝑥

−∞

𝑓 (𝑥, 𝑦)
𝑓𝑌 (𝑦) 𝑑𝑥.

即在 𝑌 = 𝑦 的条件下，随机变量 𝑋 的条件分布函数.
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例 3.3.2. 设 𝐺 是平面上的有界区域，其面积为 𝐴. 若二维随机变量 (𝑋, 𝑌 ) 具有概率密
度：

𝑓 (𝑥, 𝑦) =
⎧{
⎨{⎩

1
𝐴 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺

0 others.

则称 (𝑋, 𝑌 ) 在 𝐺 上服从均匀分布. 现设二维随机变量 (𝑋, 𝑌 ) 在圆域 𝑥2 + 𝑦2 ⩽ 1 上服从均
匀分布，求条件概率密度 𝑓𝑋|𝑌 (𝑥 | 𝑦).

解. 二维随机变量 (𝑋, 𝑌 )在 𝑥2 + 𝑦2 ⩽ 1上服从均匀分布，可以得出其概率密度函数为：

𝑓 (𝑥, 𝑦) =
⎧{
⎨{⎩

1
𝜋 𝑥2 + 𝑦2 ⩽ 1

0 others.

根据二维连续型随即变量的条件概率密计算公式，可以得出：

𝑓𝑋|𝑌 (𝑥 | 𝑦) = 𝑓 (𝑥, 𝑦)
𝑓𝑌 (𝑦)

=
1
𝜋

∫+∞
−∞ 𝑓 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥

=
1
𝜋

∫√1−𝑦2

−√1−𝑦2
1
𝜋 𝑑𝑥

= 1
2√1 − 𝑦2 , −√1 − 𝑦2 ⩽ 𝑥 ⩽ √1 − 𝑦2.

注. 在上例的基础上，可以求概率 𝑃 {𝑋 > 1
2 | 𝑌 = 0}.

𝑃 {𝑋 > 1
2 | 𝑌 = 0} = ∫

1

1
2

1
2 𝑑𝑥 = 1

4.

例 3.3.3. 随机变量 𝑋 在 (0, 1) 上随机等可能地取值，当观察到 𝑋 = 𝑥 (0 < 𝑥 < 1) 时，
数 𝑌 在区间 (𝑥, 1) 上随机等可能地取值. 求 𝑌 的概率密度 𝑓𝑌 (𝑦).

解. 𝑌 的概率密度 𝑓𝑌 (𝑦), 可以通过二维随机变量 (𝑋, 𝑌 ) 的联合概率密度得到. 设随机

变量 (𝑋, 𝑌 ) 的联合概率密度为 𝑓 (𝑥, 𝑦), 则根据条件概率密度与联合概率密度的关系有：

𝑓𝑌 |𝑋 (𝑦 | 𝑥) = 𝑓 (𝑥, 𝑦)
𝑓𝑋 (𝑥) ⟹ 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑌 |𝑋 (𝑦 | 𝑥) ⋅ 𝑓𝑋 (𝑥) .
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题干指出 𝑋 在 (0 < 𝑥 < 1) 上服从均匀分布，𝑌 在 (𝑥, 1) 上服从均匀分布，因此可以写

出 𝑋 的边缘概率密度和 𝑌 的条件概率密度：

𝑓𝑋 (𝑥) =
⎧{
⎨{⎩

1 0 < 𝑥 < 1

0 others.
𝑓𝑌 |𝑋 (𝑦 | 𝑥) =

⎧{
⎨{⎩

1
1−𝑥 𝑥 < 𝑦 < 1

0 others.
因此二维随机变量 (𝑋, 𝑌 ) 的联合概率密度为：

𝑓 (𝑥, 𝑦) =
⎧{
⎨{⎩

1
1−𝑥 0 < 𝑥 < 𝑦 < 1

0 others.

再根据联合概率密度和边缘概率密度的关系有：

𝑓𝑌 (𝑦) = ∫
+∞

−∞
𝑓 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥

= ∫
𝑦

0

1
1 − 𝑥 𝑑𝑥

= − ln (1 − 𝑦), 0 < 𝑦 < 1

注. 在上例的基础上，可以尝试计算概率 𝑃 {𝑌 + 𝑋 > 1}.

𝑃 {𝑋 + 𝑌 > 1} = 𝑃 {𝑌 > 1 − 𝑋} = ∫
1

1
2

∫
𝑦

1−𝑦
𝑓 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

= ∫
1

1
2

∫
𝑦

1−𝑦

1
1 − 𝑥 𝑑𝑥 𝑑𝑦

= ∫
1

1
2

ln 𝑦
1 − 𝑦 𝑑𝑦

= 0.693
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3.4 相互独立的随机变量

定义 3.4.1. 设随机变量 𝑋, 𝑌 , 如果有

𝑃 {𝑋 ⩽ 𝑥, 𝑌 ⩽ 𝑦} = 𝑃 {𝑋 ⩽ 𝑥} ⋅ 𝑃 {𝑌 ⩽ 𝑦} .

则称随机变量 𝑋, 𝑌 相互独立.

注. 若 𝑋, 𝑌 具有联合分布函数 𝐹 (𝑥, 𝑦) 则，𝑋, 𝑌 相互独立等价于：

𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝐹𝑋 (𝑥) ⋅ 𝐹𝑌 (𝑦) .

对于连续型相互独立的随机变量 𝑋, 𝑌 . 有：

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑋 (𝑥) ⋅ 𝑓𝑌 (𝑦) .

对于离散型相互独立的随机变量有：

𝑃𝑖,𝑗 = 𝑃𝑖 ⋅ 𝑃𝑗.

例 3.4.1. 若 𝑋, 𝑌 具有联合分布率如下：

𝑌
𝑋

0 1 𝑃 {𝑌 = 𝑗}

1 1/6 2/6 1/2
2 1/6 2/6 1/2

𝑃 {𝑋 = 𝑖} 1/3 2/3 1

判断 𝑋, 𝑌 是否相互独立.

解. 根据离散型随机变量的定义，若 𝑋, 𝑌 相互独立，需满足 𝑃𝑖,𝑗𝑃𝑖 ⋅ 𝑃𝑗:

𝑃0,1 = 1
6 = 𝑃 {𝑋 = 0} ⋅ 𝑃 {𝑌 = 1} = 1

3 ⋅ 1
2

𝑃0,2 = 1
6 = 𝑃 {𝑋 = 0} ⋅ 𝑃 {𝑌 = 2} = 1

3 ⋅ 1
2

𝑃1,1 = 2
6 = 𝑃 {𝑋 = 1} ⋅ 𝑃 {𝑌 = 1} = 2

3 ⋅ 1
2

𝑃1,2 = 2
6 = 𝑃 {𝑋 = 1} ⋅ 𝑃 {𝑌 = 2} = 2

3 ⋅ 1
2.

因此 𝑋, 𝑌 相互独立.
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注. 二维正态随机变量 𝑋, 𝑌 相互独立，则其参数 𝜌 = 0.

例 3.4.2. 一负责人到达办公室的时间均匀分布在 8 ∼ 12 时，他的秘书到达办公室的时
间均匀分布在 7 ∼ 9 时，设他们两人到达的时间相互独立，求他们到达办公室的时间相差不
超过五分钟的概率.

解. 设随机变量 𝑋 为负责人到达办公室的时间，𝑌 为秘书到达办公室的时间. 要求

𝑃 {|𝑋 − 𝑌 | ⩽ 1/12}. 根据题干，随机变量 𝑋, 𝑌 分别服从连续型的均匀分布，因此可以得出
其各自的概率密度函数：

𝑓𝑋 (𝑥) =
⎧{
⎨{⎩

1
4 8 ⩽ 𝑥 ⩽ 12

0 others.
𝑓𝑌 (𝑦) =

⎧{
⎨{⎩

1
2 7 ⩽ 𝑦 ⩽ 9

0 others.
又因为 𝑋, 𝑌 相互独立，因此可以得出 (𝑋, 𝑌 ) 的联合概率密度函数：

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑋 (𝑥) ⋅ 𝑓𝑌 (𝑦) =
⎧{
⎨{⎩

1
8 8 ⩽ 𝑥 ⩽ 12, 7 ⩽ 𝑦 ⩽ 9

0 others.

接下来求目标概率：

𝑃 {|𝑋 − 𝑌 | ⩽ 1
12} = 𝑃 {− 1

12 ⩽ 𝑋 − 𝑌 ⩽ 1
12}

= ∬
|𝑋−𝑌 |⩽ 1

12

1
8 𝑑𝑦 𝑑𝑥

= 1
48.

例 3.4.3. 设随机变量 (𝑋, 𝑌 ) 的概率密度为：

𝑓 (𝑥, 𝑦) =
⎧{
⎨{⎩

6𝑥𝑦2 0 < 𝑥 < 1, 0 < 𝑦 < 1

0 others.

证明 𝑋 与 𝑌 相互独立.

解. 若 𝑋, 𝑌 相互独立，应该满足：𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑋 (𝑥) ⋅ 𝑓𝑌 (𝑦). 下面求 𝑓𝑋 (𝑥) :

𝑓𝑋 (𝑥) = ∫
+∞

−∞
𝑓 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦

= ∫
1

0
6𝑥𝑦2 𝑑𝑦

= 2𝑥, 0 < 𝑥 < 1.
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再求 𝑓𝑌 (𝑦):

𝑓𝑌 (𝑦) = ∫
+∞

−∞
𝑓 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥

= ∫
1

0
6𝑥𝑦2 𝑑𝑥

= 3𝑦2, 0 < 𝑦 < 1.

验证：

𝑓𝑋 (𝑥) ⋅ 𝑓𝑌 (𝑦) = 2𝑥 ⋅ 3𝑦2 = 6𝑥𝑦2 = 𝑓 (𝑥, 𝑦) .

满足要求，因此 𝑋, 𝑌 相互独立.

例 3.4.4. 一个电子仪器由两个部件构成，以 𝑋, 𝑌 分别表示两个部件的寿命（千小时）.

已知 𝑋, 𝑌 的联合分布函数为：

𝐹 (𝑥, 𝑦) =
⎧{
⎨{⎩

1 − 𝑒−0.5𝑥 − 𝑒−0.5𝑦 + 𝑒−0.5(𝑥+𝑦) 𝑥 ⩾ 0, 𝑦 ⩾ 0

0 others.

(1) 问 𝑋, 𝑌 是否独立.

(2) 求两个部件的寿命都超过 100 小时的概率 𝛼.

解. 已知联合概率分布函数，可以得到边缘分布函数：

𝐹𝑋 (𝑥) = 𝐹 (𝑥, +∞) = 1 − 𝑒−0.5𝑥. 𝐹𝑌 (𝑦) = 𝐹 (+∞, 𝑦) = 1 − 𝑒−0.5𝑦.

验证独立性：

𝐹𝑋 (𝑥) ⋅ 𝐹𝑌 (𝑦) = 1 − 𝑒−0.5𝑥 − 𝑒−0.5𝑦 + 𝑒−0.5(𝑥+𝑦) = 𝐹 (𝑥, 𝑦) .

成立，因此 𝑋, 𝑌 相互独立.

接下来求 𝛼 :

𝛼 = 𝑃 {𝑋 > 0.1, 𝑌 > 0.1}

= 1 − 𝐹 (0.1, +∞) − 𝐹 (+∞, 0.1) + 𝐹 (0.1, 0.1)

= 1 − 2 (1 − 𝑒−0.05) + (1 − 𝑒−0.05 − 𝑒−0.05 + 𝑒−0.1)

= 𝑒−0.1.
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注. 注意到上例中最后 𝛼 的计算还可以根据独立性得到：

𝛼 = 𝑃 {𝑋 > 0.1, 𝑌 > 0.1} = 𝑃 {𝑋 > 0.1} ⋅ 𝑃 {𝑌 > 0.1} = (1 − 𝐹𝑋 (0.1)) (1 − 𝐹𝑌 (0.1)) .

例 3.4.5. 设随机变量 𝑋, 𝑌 相互独立，他们的密度函数分别为

𝑓𝑋 (𝑥) =
⎧{
⎨{⎩

𝑒−𝑥 𝑥 > 0

0 𝑥 ⩽ 0.
𝑓𝑌 (𝑦) =

⎧{
⎨{⎩

𝑒−𝑦 𝑦 > 0

0 𝑦 ⩽ 0.

(1) (𝑋, 𝑌 ) 的联合概率密度.

(2) 求 𝑃 {𝑋 ⩽ 1 | 𝑌 > 0}.

解. 由于随机变量 𝑋 和 𝑌 相互独立：

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑋 (𝑥) ⋅ 𝑓𝑌 (𝑦) ⟹ 𝑓 (𝑥, 𝑦) =
⎧{
⎨{⎩

𝑒−(𝑥+𝑦) 𝑥 > 0, 𝑦 > 0

0 others.

接下来求 𝑃 {𝑋 ⩽ 1 | 𝑌 > 0} :

𝑃 {𝑋 ⩽ 1 | 𝑌 > 0} = 𝑃 {𝑋 ⩽ 1, 𝑌 > 0}
𝑃 {𝑌 > 0}

= 𝑃 {𝑋 ⩽ 1} ⋅ 𝑃 {𝑌 > 0}
𝑃 {𝑌 > 0}

= 𝑃 {𝑋 ⩽ 1}

= ∫
1

0
𝑒−𝑥 𝑑𝑥

= 1 − 1
𝑒
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3.5 两个随机变量的函数的分布

3.5.1 两个随机变量的线性组合

形如 𝑍 = 𝑋 + 𝑌 的随机变量。若随机变量是离散型：

例 3.5.1. 已知随机变量 (𝑋, 𝑌 ) 的联合分布率为：试求 𝑍1 = 𝑋 + 𝑌 的分布律.

𝑌
𝑋

1 2 3

1 1/5 0 1/5
2 1/5 1/5 1/5

解. 随机变量 𝑍1 可能的取值为 2, 3, 4, 5, 因此根据分布律的定义：

𝑃 {𝑍1 = 2} = 𝑃 {𝑋 = 1, 𝑌 = 1} = 1
5

𝑃 {𝑍1 = 3} = 𝑃 {(𝑋 = 1, 𝑌 = 2) + (𝑋 = 2, 𝑌 = 1)} = 1
5 + 0 = 1

5
同理可求得所有的概率，然后得到分布律.

若随机变量是连续型。考虑 𝑍 的概率分布函数，根据定义有：

𝐹𝑍 (𝑧) = 𝑃 {𝑍 ⩽ 𝑧} = 𝑃 {𝑋 + 𝑌 ⩽ 𝑧}

= ∬
𝐺

𝑓 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

其中积分区域 𝐺 表示满足 𝑋 + 𝑌 ⩽ 𝑧 的区域，概率密度 𝑓 (𝑥, 𝑦) 是二维随机变量 (𝑋, 𝑌 ) 的

联合概率密度.

继续往下推导，可以得到随机变量 𝑍 的概率密度：

𝐹𝑍 (𝑧) = ∫
+∞

−∞
∫

𝑧−𝑦

−∞
𝑓 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥, 𝑑𝑦

= ∫
+∞

−∞
∫

𝑧

−∞
𝑓 (𝑢 − 𝑦, 𝑦) 𝑑𝑢 𝑑𝑦 𝑢 = 𝑥 + 𝑦

= ∫
𝑧

−∞
∫

+∞

−∞
𝑓 (𝑢 − 𝑦, 𝑦) 𝑑𝑦, 𝑑𝑢

接再来对 𝐹𝑍 (𝑧) 求导：

𝑓𝑍 (𝑧) = 𝑑𝐹𝑍
𝑑𝑧 = ∫

+∞

−∞
𝑓 (𝑧 − 𝑦, 𝑦) 𝑑𝑦
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这就是随机变量 𝑍 的概率密度. 同理可以证明：

𝑓𝑍 (𝑧) = ∫
+∞

−∞
𝑓 (𝑥, 𝑧 − 𝑥) 𝑑𝑥

根据随机变量相互独立的性质，可以推出当 𝑋, 𝑌 相互独立时：

𝑓𝑍 (𝑧) = ∫
+∞

−∞
𝑓𝑋 (𝑧 − 𝑦) ⋅ 𝑓𝑌 (𝑦) , 𝑑𝑦 = ∫

+∞

−∞
𝑓𝑋 (𝑥) ⋅ 𝑓𝑌 (𝑧 − 𝑥) , 𝑑𝑥

这个公式也叫做卷积公式. 记作：𝑓𝑋 ∗ 𝑓𝑌 .

例 3.5.2. (独立同分布) 设 𝑋 和 𝑌 是两个相互独立的随机变量. 它们都服从 𝑁(0, 1) 分
布. 求 𝑍 = 𝑋 + 𝑌 的概率密度.

解. 利用卷积公式：

𝑓𝑍 (𝑧) = 𝑓𝑋 (𝑥) ∗ 𝑓𝑌 (𝑦)

= ∫
+∞

−∞
𝑓𝑋 (𝑥) ⋅ 𝑓𝑌 (𝑧 − 𝑥) , 𝑑𝑥

带入标准正态分布的概率密度函数：

𝑓𝑋 (𝑥) ⋅ 𝑓𝑌 (𝑧 − 𝑥) = 1√
2𝜋 exp {−𝑥2

2 } ⋅ 1√
2𝜋 exp {−(𝑧 − 𝑥)2

2 }

= 1
2𝜋 exp {−𝑥2 + (𝑧 − 𝑥)2

2 }

= 1
2𝜋 exp {−𝑧2

4 } ⋅ exp {− (𝑥 − 𝑧
2)

2
}

带入卷积公式：

𝑓𝑍 (𝑧) = 1
2𝜋 exp {−𝑧2

4 } ∫
+∞

−∞
exp {− (𝑥 − 𝑧

2)
2
} 𝑑𝑥

= 1
2𝜋 exp {−𝑧2

4 } ∫
+∞

−∞
𝑒−𝑡2 𝑑𝑡 𝑡 = 𝑥 − 𝑧

2

= 1
2√𝜋 exp {−𝑧2

4 }

注. 将上例的结果同正态分布的定义对比：

𝑓𝑍 (𝑧) = 1√
2
√

2𝜋
exp

⎧{
⎨{⎩

−(𝑧 − 0)2

2 (
√

2)2

⎫}
⎬}⎭
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可以得出 𝜎𝑍 =
√

2, 𝜇𝑍 = 0. 即 𝑍 ∼ 𝑁 (0, 2) ⟹ 𝑍 ∼ 𝑁 (𝜇𝑋 + 𝜇𝑌 , 𝜎2
𝑋 + 𝜎2

𝑌 ). 跟一般地，

有限个相互独立的正态随机变量的线性组合也服从正态分布.

例 3.5.3. 在一简单电路中，两电阻 𝑅1 和 𝑅2 串联，设 𝑅1 + 𝑅2 相互独立，它们的概率

密度均为：

𝑓 (𝑥) =
⎧{
⎨{⎩

10−𝑥
50 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 10

0 others.

求总电阻 𝑅 = 𝑅1 + 𝑅2 的概率密度.

解. 根据卷积公式;

𝑓𝑅 (𝑟) = 𝑓𝑅1
(𝑟1) ∗ 𝑓𝑅2

(𝑟2)

接下来讨论 𝑟1 的取值范围. 根据题干可以得到：

⎧{
⎨{⎩

0 ⩽ 𝑟1 ⩽ 10

0 ⩽ 𝑟2 = 𝑟 − 𝑟1 ⩽ 10

⎧{
⎨{⎩

0 ⩽ 𝑟1 ⩽ 10

𝑟 − 10 ⩽ 𝑟1 ⩽ 𝑟
因此确定积分区域为由 𝑟1 = 0, 𝑟1 = 10, 𝑟1 = 𝑟, 𝑟1 = 𝑟 − 10 围城的楔形区域. 在这个区

域上做卷积得到：

𝑓𝑅1
∗ 𝑓𝑅2

=

⎧{{{
⎨{{{⎩

1
15000 (600𝑟 − 60𝑟2 + 𝑟3) 0 ⩽ 𝑟 < 10

1
15000 (20 − 𝑟)3 10 ⩽ 𝑟 < 20

0 others.

例 3.5.4. 设二维随机变量 (𝑋, 𝑌 ) 的概率密度为：

𝑓 (𝑥, 𝑦) =
⎧{
⎨{⎩

1 0 < 𝑥 < 1, 0 < 𝑦 < 2𝑥

0 others.

求 𝑍 = 2𝑋 − 𝑌 的概率密度 𝑓𝑍 (𝑧).
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解. (分布函数法) 要求随机变量 𝑍 的概率密度，可以先求 𝑍 的分布函数.

𝐹𝑍 (𝑧) = ∬
𝐺

𝑓 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

其中积分区域 𝐺 是满足 0 < 𝑥 < 1, 0 < 𝑦 < 2𝑥, 2𝑥 − 𝑦 ⩽ 𝑧 的区域. 由前面的不等式，可以

推出 0 < 𝑧 < 2.

𝐹𝑍 (𝑧) = ∫
𝑧
2

0
∫

2𝑥

0
𝑓 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 𝑑𝑥 + ∫

1

𝑧
2

∫
2𝑥

2𝑥−𝑧
𝑓 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 𝑑𝑥

= 𝑧2

4 + 𝑧 − 𝑧2

2
= 𝑧 − 𝑧2

4

由此得 𝑍 的概率密度：

𝐹𝑍 (𝑧) =

⎧{{{
⎨{{{⎩

0 𝑧 ⩽ 0

𝑧 − 𝑧2
4 0 < 𝑧 < 2

1 𝑧 ⩾ 2

接下来对 𝑧 求导得出概率密度：

𝑓𝑍 (𝑧) =
⎧{
⎨{⎩

1 − 𝑧
2 0 < 𝑧 < 2

0 others.

解. (公式法) 由之前提到的公式，可以写出：

𝑓𝑍 (𝑧) = ∫
+∞

−∞
𝑓 (𝑥, 2𝑥 − 𝑧) 𝑑𝑥

根据题干所给信息，解出 𝑧 的取值范围：0 < 𝑧 < 2𝑥. 由此得出概率密度 𝑓 (𝑥, 2𝑥 − 𝑧) 的非
零区域为 𝑧 = 0, 𝑧 = 2𝑥 与 𝑥 = 1 围城的三角形区域. 在这个区域上对 𝑥 进行积分：

𝑓𝑍 (𝑥) = ∫
1

𝑧
2

1 𝑑𝑥

= 1 − 𝑧
2
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3.5.2 非线性

例 3.5.5. 设二维随机变量 (𝑋, 𝑌 ) 在矩形 𝐺 = {(𝑥, 𝑦) | 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 2, 0 ⩽ 𝑦 ⩽ 1} 上服从均
匀分布，试求边长为 𝑋 和 𝑌 的矩形的面积 𝑆 的概率密度.

解. 显然要求的随机变量 𝑆 = 𝑋𝑌 . 先求 𝑆 的分布函数.

𝐹𝑆 (𝑠) = 𝑃 {𝑋𝑌 ⩽ 𝑠} = ∬
𝐷

𝑓 (𝑥, 𝑦) .

其中区域 𝐷 表示的是由曲线 𝑦 = 𝑠
𝑥 , 𝑥 = 2, 𝑦 = 0 和 𝑦 = 1 围城的区域. 由于二维随机变量

(𝑋, 𝑌 ) 在 𝐺 上服从均匀分布，可以写出 𝑋 和 𝑌 的联合概率密度为：

𝑓 (𝑥, 𝑦) =
⎧{
⎨{⎩

1
2 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 2, 0 ⩽ 𝑦 ⩽ 1

0 others.

带入积分：

𝐹𝑆 (𝑠) = ∫
𝑠

0
∫

1

0

1
2 𝑑𝑦 𝑑𝑥 + ∫

2

𝑠
∫

𝑠
𝑥

0

1
2 𝑑𝑦 𝑑𝑥

= 𝑠
2 (1 + ln 2

𝑠)

由此得到概率分布函数：

𝐹𝑆 (𝑠) =

⎧{{{
⎨{{{⎩

0 𝑠 ⩽ 0
𝑠
2 (1 + ln 2

𝑠) 0 < 𝑠 ⩽ 2

1 𝑠 > 2

对概率分布函数求导，得到概率密度函数：

𝑓𝑆 (𝑠) =
⎧{
⎨{⎩

1
2 ln 𝑠

2 0 < 𝑥 ⩽ 2

0 others.

例 3.5.6. 设随机变量 𝑋 与 𝑌 相互独立，分别服从参数为 𝜆1 与 𝜆2 的指数分布，求

𝑍 = 𝑋
𝑌 的密度函数.

解. 先求 𝑍 的概率分布函数：

𝐹𝑍 (𝑧) = 𝑃 {𝑋
𝑌 ⩽ 𝑧} = ∬

𝐺
𝑓 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦
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因为随机变量 𝑋 与 𝑌 相互独立，可以得出联合概率密度：

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑋 (𝑥) ⋅ 𝑓𝑌 (𝑦) = 𝜆1𝑒−𝜆1𝑥 ⋅ 𝜆2𝑒−𝜆2𝑦 = 𝜆1𝜆2𝑒−(𝜆1𝑥+𝜆2𝑦)

根据定义，计算概率分布函数：

𝐹𝑍 (𝑧) = ∫
+∞

0
∫

𝑧𝑦

0
𝜆1𝜆2𝑒−(𝜆1𝑥+𝜆2𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

= 1 − 𝜆2
𝜆2 + 𝜆1𝑧 𝑧 > 0

求导得到概率密度函数：

𝑓𝑍 (𝑧) =
⎧{
⎨{⎩

𝜆1𝜆2
(𝜆2+𝜆1𝑧)2 𝑧 > 0

0 others.

3.5.3 取最值

形如 𝑍 = max {𝑋, 𝑌 } 的随机变量. 这里要求随机变量 𝑋 与 𝑌 相互独立. 可以得出 𝑍
的分布函数：

𝐹𝑍 (𝑧) = 𝑃 {𝑍 ⩽ 𝑧} = 𝑃 {max {𝑋, 𝑌 } ⩽ 𝑧} = 𝑃 {𝑋 ⩽ 𝑧, 𝑌 ⩽ 𝑧} = 𝐹𝑋 (𝑧) ⋅ 𝐹𝑌 (𝑧) .

更一般地有：𝑍 = max {𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛} 的概率分布函数为：

𝐹𝑍 (𝑧) =
𝑛

∏
𝑖=1

𝐹𝑋𝑖
(𝑧)

其中 𝑋𝑖 之间相互独立，若这些 𝑋𝑖 全部服从相同的分布函数，有 𝐹𝑍 (𝑧) = (𝐹𝑋 (𝑧))𝑛.

若 𝑍 = min {𝑋, 𝑌 }, 则有：

𝐹𝑍 (𝑧) = 𝑃 {𝑍 ⩽ 𝑧} = 𝑃 {min {𝑋, 𝑌 } ⩽ 𝑧} = 1 − 𝑃 {min {𝑋, 𝑌 } > 𝑧}

= 1 − 𝑃 {𝑋 > 𝑧, 𝑌 > 𝑧}

= 1 − 𝑃 {𝑋 > 𝑧} ⋅ 𝑃 {𝑌 > 𝑧}

= 1 − (1 − 𝐹𝑋 (𝑧)) (1 − 𝐹𝑌 (𝑧))

其中 𝑋 与 𝑌 相互独立.
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同样的对于更一般的情况，对于 𝑍 = min {𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛}, 其中 𝑋𝑖 相互独立. 则 𝑍 的
分布函数为：

𝐹𝑍 (𝑧) = 1 −
𝑛

∏
𝑖=1

(1 − 𝐹𝑋𝑖
(𝑧))

若这些 𝑋𝑖 独立同分布，还可以推出 𝐹𝑍 (𝑧) = 1 − (1 − 𝐹𝑋 (𝑧))𝑛.
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4.1 数学期望

4.1.1 离散型随机变量的数学期望

若随机变量 𝑋 具有取值 𝑥𝑖 和对应的概率 𝑝𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3, ⋯). 则它的数学期望为：

𝐸 (𝑋) =
+∞
∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑝𝑖

这里要求求和 ∑ 𝑥𝑖𝑝𝑖 必须绝对收敛，否则随机变量 𝑋 无期望.

例 4.1.1. 按规定，某车站每天 8 ∶ 00 ∼ 9 ∶ 00, 9 ∶ 00 ∼ 10 ∶ 00 都恰有一辆客车到站，但
到站的时刻是随机的，且两者到站的时间相互独立. 其规律为：

到站时刻
8 ∶ 00 8 ∶ 30 8 ∶ 50
9 ∶ 10 9 ∶ 30 9 ∶ 50

概率 1
6

3
6

2
6

一旅客 8 ∶ 20 到车站，求他候车时间的数学期望.

解. 设随机变量 𝑋 为旅客候车的时间. 𝑋 可能的取值有 𝑋 = 10, 30, 50, 70, 90. 对应的

概率为：

𝑃 {𝑋 = 10} = 3
6 𝑃 {𝑋 = 30} = 2

6
𝑃 {𝑋 = 50} = 1

36 𝑃 {𝑋 = 70} = 3
36

𝑃 {𝑋 = 90} = 2
36

因此根据公式算的 𝐸 (𝑋) = 27.22 min.
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4.1.2 连续型随机变量的数学期望

随机变量 𝑋 是连续型随机变量，可以得出：

𝐸 (𝑋) = ∫
+∞

−∞
𝑥𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥

只要上述积分满足绝对收敛，则称其为数学变量 𝑋 的数学期望.

例 4.1.2. 设随机变量的分布函数为：

𝐹 (𝑥) =
⎧{
⎨{⎩

1 − 4
𝑥2 𝑥 ⩾ 2

0 𝑥 < 2

求 𝑋 的数学期望.

解. 先求随机变量 𝑋 的概率密度：

𝑓 (𝑥) = 8
𝑥3 𝑥 ⩾ 2

接着根据定义：

𝐸 (𝑋) = ∫
+∞

2
𝑥 8

𝑥3 𝑑𝑥 = 4

例 4.1.3. 两个相互独立工作的电子装置，它们的寿命用 𝑋𝑘 来表示，服从同一个指数分

布，其概率密度为

𝑓 (𝑥) =
⎧{
⎨{⎩

1
𝜃𝑒− 𝑥

𝜃 𝑥 > 0

0 𝑥 ⩽ 0
𝜃 > 0.

若将这两个电子装置串联组成整机，求整机寿命 𝑁 的数学期望.

解. 根据题干，可以推断出整机的寿命应该小于 𝑋𝑘 中最小的哪个，由此得出 𝑁 =
min {𝑋1, 𝑋2}. 接下来计算随机变量 𝑁 的概率密度函数.

由于 𝑋𝑘 独立同分布，可以得出：

𝐹𝑁 (𝑛) = 1 − (1 − 𝐹𝑋 (𝑛))2
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根据题式概率密度，可以求得：

𝐹𝑋 (𝑛) = ∫
𝑛

0

1
𝜃𝑒− 𝑥

𝜃 𝑑𝑥 = 1 − 𝑒− 𝑛
𝜃

由此得出：

𝐹𝑁 (𝑛) = 1 − 𝑒− 2𝑛
𝜃

对 𝐹𝑁 (𝑛) 求导得到 𝑁 的概率密度：

𝑓𝑁 (𝑛) = 2
𝜃𝑒− 2𝑛

𝜃

可见随机变量 𝑁 服从参数为 2
𝜃 的指数分布. 根据期望的定义，可以得出：

𝐸 (𝑁) = ∫
+∞

0

2𝑛
𝜃 𝑒− 2𝑛

𝜃 𝑑𝑛 = 𝜃
2

4.1.3 随机变量的函数的数学期望

设随机变量 𝑌 是随机变量 𝑋 的函数：𝑌 = 𝑔 (𝑋) 且 𝑔 连续.

1. 若随机变量 𝑋 为离散型随机变量. 则 𝐸 (𝑌 ) = ∑+∞
𝑘=1 𝑔 (𝑥𝑘) 𝑝𝑘;

2. 若随机变量 𝑋 为连续型随机变量. 则 𝐸 (𝑌 ) = ∫+∞
−∞ 𝑔 (𝑥) 𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥, 其中 𝑓 (𝑥) 是 𝑋 的

概率密度.

若 𝑍 是 (𝑋, 𝑌 ) 的函数，𝑍 = 𝑔 (𝑋, 𝑌 ) 且 𝑔 连续.

1. (𝑋, 𝑌 ) 为二维离散型随机变量：𝑃 {𝑋 = 𝑥𝑖, 𝑌 = 𝑦𝑗} = 𝑝𝑖𝑗. 则

𝐸 (𝑍) =
+∞
∑
𝑗=1

+∞
∑
𝑖=1

𝑔 (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) ⋅ 𝑝𝑖𝑗

2. 若 𝑋, 𝑌 为二维连续型随机变量：𝑓 (𝑥, 𝑦). 有

∫
+∞

−∞
∫

∞

−∞
𝑔 (𝑥, 𝑦) 𝑓 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦

例 4.1.4. 设风速 𝑉 在 (0, 𝑎) 上服从均匀分布，即具有概率密度;

𝑓 (𝑣) =
⎧{
⎨{⎩

1
𝑎 0 < 𝑣 < 𝑎

0 others.

又设飞机机翼受到的正压力 𝑊 是 𝑉 的函数：𝑊 = 𝑘𝑉 2(𝑘 > 0). 求 𝑊 的数学期望.
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解. 带入公式：

𝐸 (𝑊) = ∫
𝑎

0
𝑘𝑣2 1

𝑎 𝑑𝑣 = 𝑘𝑎2

3

注. 上面的例子也可以利用分布函数发求得，先求 𝑊 的概率分布函数，然后求得 𝑊 的

概率密度函数，最后带入公式：

𝐸 (𝑊) = ∫
+∞

−∞
= 𝑤𝑓 (𝑤) 𝑑𝑤

结果是一致的.

例 4.1.5. 设随机变量 (𝑋, 𝑌 ) 的概率密度：

𝑓 (𝑥, 𝑦) =
⎧{
⎨{⎩

3
2𝑥3𝑦2

1
𝑥 < 𝑦 < 𝑥, 𝑥 > 1

0 others.

求数学期望 𝐸 (𝑌 ), 𝐸 ( 1
𝑋𝑌 ).

解. 首先计算 𝐸 (𝑌 ). 有联合概率密度求 𝑌 的边缘概率密度：

𝑓𝑌 (𝑦) = ∫
+∞

−∞
𝑓 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 = ∫

+∞

𝑦

3
2𝑥3𝑦2 𝑑𝑥 = 3

4𝑦4 1 < 𝑦

𝑓𝑌 (𝑦) = ∫
+∞

1
𝑦

3
2𝑥3𝑦2 𝑑𝑥 = 3

4 0 < 𝑦 < 1

根据定义：

𝐸 (𝑌 ) = ∫
1

0
𝑦 ⋅ 3

4 𝑑𝑦 + ∫
+∞

1
𝑦 ⋅ 3

4𝑦4 𝑑𝑦 = 3
8 + 3

8 = 3
4

上述积分不收敛，因此根据公式算的

接下来计算 𝐸 ( 1
𝑋𝑌 ), 令 𝑍 = 1

𝑋𝑌 . 带入公式：

𝐸 (𝑍) = ∫
+∞

1
∫

𝑥

1
𝑥

1
𝑥𝑦 ⋅ 3

2𝑥3𝑦2 𝑑𝑦 𝑑𝑥 = 3
5

注. 对于 𝐸 (𝑌 ) 的计算，还可以将 𝑌 视为 (𝑋, 𝑌 ) 的函数，然后直接带入公式：

𝐸 (𝑌 ) = ∫
+∞

1
∫

𝑥

1
𝑥

𝑦 ⋅ 3
2𝑥3𝑦2 𝑑𝑦 𝑑𝑥 = 3

4

从原理上来说，两种方法是相通的，用分布函数法可以推导出上面的公式法.
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4.1.4 数学期望的性质

1. 设 𝐶 为常数，𝐸 (𝐶) = 𝐶;

2. 𝐸 (𝐶𝑋) = 𝐶𝐸 (𝑋);

3. 𝐸 (𝑋 + 𝑌 ) = 𝐸 (𝑋) + 𝐸 (𝑌 );

4. 𝑋 与 𝑌 相互独立，则 𝐸 (𝑋𝑌 ) = 𝐸 (𝑋) 𝐸 (𝑌 ).

例 4.1.6. 一民航送客车载有 20 位乘客自机场开出，旅客有 10 个站可以下车 (每位乘客

在每个车站下车是等可能的并且是否下车相互独立)，如果到达一个车站没有旅客下车就不停

车. 以 𝑋 表示停车的次数，求 𝐸 (𝑋).

解. 引入随机变量 𝑌 𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3, ⋯ , 10), 𝑌𝑖 = 0 表示在第 𝑖 个车站没有人下车，若等
于 1 则表示有人下车. 随机变量 𝑋 与 𝑌 之间的关系为 𝑋 = ∑10

𝑖=1 𝑌𝑖. 根据数学期望的性质：

𝐸 (𝑋) = 𝐸 (
10

∑
𝑖=0

𝑌𝑖) =
𝑖=10
∑
𝑖=1

𝐸 (𝑌𝑖)

由于每位乘客在每个车站下车等可能且相互独立，因此所有的 𝑌𝑖 是等价的，记为 𝑌：

𝑃 {𝑌 = 𝑘} =
⎧{
⎨{⎩

( 9
10)20

所有人都不下车即𝑘 = 0

1 − ( 9
10)20

至少有一有人下车即𝑘 = 1

因此可以计算出：

𝐸 (𝑋) = 10𝐸 (𝑌 ) = 10 × 10 × [1 − ( 9
10)

20
]

例 4.1.7. 设一电路中电流 𝐼 与电阻 𝑅 是两个相互独立的随机变量，其概率密度分别为：

𝑔 (𝑖) =
⎧{
⎨{⎩

2𝑖 0 ⩽ 𝑖 ⩽ 1

0 others.
ℎ (𝑟) =

⎧{
⎨{⎩

𝑟2
9 0 ⩽ 𝑟 ⩽ 3

0 others.
试求电压 𝑉 = 𝐼𝑅 的平均值.

解. 电压的平均值即随机变量 𝑉 的数学期望. 由于 𝐼 , 𝑅 相互独立，根据数学期望的性
质：

𝐸 (𝑉 ) = 𝐸 (𝐼𝑅) = 𝐸 (𝐼) ⋅ 𝐸 (𝑅) = ∫
1

0
𝑖 ⋅ 2𝑖 𝑑𝑖 ∫

3

0
𝑟 ⋅ 𝑟2

9 𝑑𝑟 = 3
2
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4.1.5 服从特定分布的数学期望

例 4.1.8. 设随机变量 𝑋 ∼ 𝜋 (𝜆), 求 𝐸 (𝑋).

解. 根据泊松分布的定义：

𝑃 {𝑋 = 𝑘} = 𝜆𝑘

𝑘! 𝑒−𝜆

由期望的定义：

𝐸 (𝑋) =
+∞
∑
𝑘=1

𝑘 ⋅ 𝜆𝑘

𝑘! 𝑒−𝜆 = 𝜆

解. 设随机变量 𝑋 ∼ 𝑈 (𝑎, 𝑏), 求 𝐸 (𝑋).
解. 根据均匀分布的定义：

𝑓 (𝑥) = 1
𝑏 − 𝑎

由数学期望的定义：

𝐸 (𝑋) = ∫
𝑏

𝑎

𝑥
𝑏 − 𝑎 𝑑𝑥 = 𝑎 + 𝑏

2

下表是对之前的所有常见分布的性质的总结：

分布类型 符号表示 分布率或概率密度 期望 方差

0 − 1 分布 𝐵(1, 𝑝) 𝑃 {𝑋 = 𝑘} = 𝑝𝑘 (1 − 𝑝)1−𝑘 𝑝 𝑝 (1 − 𝑝)

二项分布 𝐵(𝑛, 𝑝) 𝑃 {𝑋 = 𝑘} = (𝑛
𝑘)𝑝𝑘 (1 − 𝑝)𝑛−𝑘 𝑛𝑝 𝑛𝑝 (1 − 𝑝)

泊松分布 𝜋(𝜆) 𝑃 {𝑋 = 𝑘} = 𝜆𝑘
𝑘! 𝑒−𝜆 𝜆 𝜆

几何分布 𝐺(𝑝) 𝑃 {𝑋 = 𝑘} = 𝑝 (1 − 𝑝)𝑘−1 1
𝑝

均匀分布 𝑈(𝑎, 𝑏) 𝑓(𝑥) = 1
𝑏−𝑎

𝑎+𝑏
2

(𝑏−𝑎)2

12

指数分布 𝐸 (𝜆) 𝑓(𝑥) = 𝜆𝑒−𝜆𝑥 1
𝜆 𝜃2

正态分布 𝑁 (𝜇, 𝜎2) 𝑓(𝑥) = 1√
2𝜋𝜎 exp {− (𝑥−𝜇)2

2𝜎2 } 𝜇 𝜎2

67



4.2 方差 第四章 随机变量的数字特征

4.2 方差

方差是用来衡量随机变量与自身均值偏移程度的数字特征。

𝐸 {|𝑋 − 𝐸 (𝑋)|} ⟹ 𝐸 {(𝑋 − 𝐸 (𝑋))2} = 𝐷 (𝑋)

定义 4.2.1. (方差) 设随机变量 𝑋, 若 (𝑋 − 𝐸 (𝑋))2
的期望存在，称它的期望为 𝑋 的方

差，记作：

𝐷 (𝑋) = 𝐸 {(𝑋 − 𝐸 (𝑋))2}

注. 从上面的定义来看，方差的本质其实就是随机变量函数 𝑔 (𝑋) = (𝑋 − 𝐸 (𝑋))2
的期

望. 而这个函数刻画的就是随机变量与自身均值的偏移水平.

定义 4.2.2. (标准差) 随机变量的标准差为 𝜎 (𝑋).

𝜎 (𝑋) = √𝐷 (𝑋)

根据上节期望的计算，可以总结出方差的计算方法：

1. 若随机变量 𝑋 为离散型随机变量：

𝐷 (𝑋) =
∞

∑
𝑘=1

𝑔 (𝑥𝑘) ⋅ 𝑝𝑘 =
∞

∑
𝑘=1

(𝑥𝑘 − 𝐸 (𝑋))2 ⋅ 𝑝𝑘

2. 若随机变量 𝑋 为连续型随机变量：

𝐷 (𝑋) = ∫
+∞

−∞
(𝑥 − 𝐸 (𝑋))2 ⋅ 𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥

定理 4.2.1. 对任意随机变量 𝑋 有：

𝐷 (𝑋) = 𝐸 (𝑋2) − 𝐸2 (𝑋)

证明. 根据方差的定义及期望的性质：

𝐷 (𝑋) = 𝐸 {(𝑋 − 𝐸 (𝑋))2}

= 𝐸 {𝑋2 − 2𝑋 ⋅ 𝐸 (𝑋) + 𝐸2 (𝑋)}

= 𝐸 (𝑋2) − 2𝐸 (𝑋) 𝐸 (𝑋) + 𝐸2 (𝑋)

= 𝐸 (𝑋2) − 𝐸2 (𝑋)
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例 4.2.1. 设随机变量 𝑋 具有数学期望 𝐸 (𝑋) = 𝜇, 方差 𝐷 (𝑋) = 𝜎2. 记：

𝑋∗ = 𝑋 − 𝜇
𝜎

求期望和方差.

解. 首先求期望，根据期望的性质：

𝐸 (𝑋∗) = 1
𝜎 (𝐸 (𝑋) − 𝐸 (𝜇)) = 1

𝜎𝐸 (𝑋) − 1
𝜎𝜇 = 0

接下来求方差：

𝐷 (𝑋∗) = 𝐸 (𝑋∗2) − 𝐸2 (𝑋∗) = 1
𝜎2 𝐸 (𝑋2 − 2𝜇𝑋 + 𝜇2) = 1

𝜎2 (𝐸 (𝑋2) − 2𝜇𝐸 (𝑋) + 𝜇2)

= 1
𝜎2 (𝜎2 + 𝜇2 − 2𝜇2 + 𝜇2) = 1

注. 上例可以作为一个性质，形如：

𝑋∗ = 𝑋 − 𝜇
𝜎

的变换成为标准化变换. 在正态分布中常用.

例 4.2.2. 设随机变量 𝑋 具有 (0 − 1) 分布，其分布律为：

𝑃 {𝑋 = 0} = 1 − 𝑝, 𝑃 {𝑋 = 1} = 𝑝.

求数学期望.

解. 首先考虑求解随机变量 𝑋 的数学期望：

𝐸 (𝑋) = 𝑝

接下来求解方差;

𝐷 (𝑋) = 𝐸 (𝑋2) − 𝐸2 (𝑋) = 𝐸 (𝑋2) − 𝑝2

对于期望 𝐸 (𝑋2), 可以采用随机变量函数的期望的求解方法：

𝐸 (𝑋2) =
1

∑
𝑘=0

𝑥2
𝑘 ⋅ 𝑝𝑘 = 𝑝

综上所述：

𝐷 (𝑋) = 𝑝 − 𝑝2 = 𝑝 (1 − 𝑝) .
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例 4.2.3. 设随机变量 𝑋 ∼ 𝜋 (𝜆), 求 𝐷 (𝑋).

解. 泊松分布下，随机变量 𝑋 的数学期望为 𝜆. 接下来求 𝐸 (𝑋2).

𝐸 (𝑋2) =
+∞
∑
𝑘=0

𝑘2 ⋅ 𝜆𝑘

𝑘! 𝑒−𝜆

这里发现求解比较困难，于是采用下面这种求解方法.

首先对 𝐸 (𝑋2) 进行变换：

𝐸 (𝑋2) = 𝐸 (𝑋 (𝑋 − 1) + 𝑋)

然后根据期望的性质：

𝐸 (𝑋2) = 𝐸 (𝑋 (𝑋 − 1)) + 𝐸 (𝑋)

=
+∞
∑
𝑘=0

𝑘 (𝑘 − 1) 𝜆𝑘

𝑘! 𝑒−𝜆 + 𝜆

= 𝑒𝜆
+∞
∑
𝑘=2

𝜆𝑘

(𝑘 − 2)! + 𝜆

= 𝑒−𝜆𝜆2
+∞
∑
𝑘=2

𝜆𝑘−2

(𝑘 − 2)! + 𝜆

= 𝑒−𝜆𝜆2
+∞
∑
𝑡=0

𝜆𝑡

𝑡! + 𝜆

= 𝜆2 + 𝜆

因此：

𝐷 (𝑋) = 𝐸 (𝑋2) − 𝐸2 (𝑋) = 𝜆2 + 𝜆 − 𝜆2 = 𝜆

例 4.2.4. 设随机变量 𝑋 ∼ 𝑈 (𝑎, 𝑏), 求 𝐷 (𝑋).

解. 对于均匀分布的随机变量 𝑋, 其期望为：

𝐸 (𝑋) = 𝑎 + 𝑏
2

下面求 𝐸 (𝑋2). 先求 𝑌 = 𝑋2 的概率密度：

𝑓𝑌 (𝑦) = 1√𝑦 (𝑏 − 𝑎)
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接下来求 𝑌 的期望：

𝐸 (𝑌 ) = ∫
𝑏2

𝑎2

1√𝑦 (𝑏 − 𝑎) = 2 (𝑏2 + 𝑎𝑏 + 𝑎2)
3

因此，随机变量 𝑋 的方差为：

𝐷 (𝑋) = 2 (𝑏2 + 𝑎𝑏 + 𝑎2)
3 − 𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2

4 = (𝑎 − 𝑏)2

12

例 4.2.5. 设随即变量 𝑋 指数分布，其概率密度为：

𝑓 (𝑥) =
⎧{
⎨{⎩

1
𝜃𝑒− 𝑥

𝜃 𝑥 > 0

0 𝑥 ⩽ 0
𝜃 > 0

求 𝐸 (𝑋) 和 𝐷 (𝑋).

解. 根据期望的定义：

𝐸 (𝑋) = ∫
+∞

0

𝑥
𝜃 𝑒− 𝑥

𝜃 𝑑𝑥 = 𝜃

接下来求 𝐸 (𝑋2).

设 𝑌 = 𝑋2 ∈ (0, +∞), 有：

𝑓𝑌 (𝑦) =

最后求得：

𝐷 (𝑋) = 2𝜃2 − 𝜃2 = 𝜃2

4.2.1 方差的性质

设 𝐶 为常数，随机变量 𝑋, 𝑌 . 有：

1. 𝐷 (𝐶) = 0;

2. 𝐷 (𝐶𝑋) = 𝐶2𝐷 (𝑋);

3. 𝐷 (𝐶 + 𝑋) = 𝐷 (𝑋);
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4. 𝐷 (𝑋 ± 𝑌 ) = 𝐷 (𝑋) + 𝐷 (𝑌 ) + 2𝐸 {(𝑋 − 𝐸 (𝑋) (𝑌 − 𝐸 (𝑌 )))}. 特别地如果 𝑋 和 𝑌 相
互独立，有

𝐷 (𝑋 ± 𝑌 ) = 𝐷 (𝑋) + 𝐷 (𝑌 )

5. 𝐷 (𝑋) = 0 等价于随机变量 𝑋 以概率为 1 取到常数 𝐸 (𝑋).

例 4.2.6. 设随机变量 𝑋 ∼ 𝐵 (𝑛, 𝑝), 求 𝐸 (𝑋), 𝐷 (𝑋).

解. 设随机变量 𝑌𝑖：

𝑌𝑖 =
⎧{
⎨{⎩

1 第𝑘次试验成功

0 第𝑘次试验失败

由题意得：

𝐸 (𝑋) = 𝐸 (∑ 𝑌𝑖) = 𝑛𝑝

由于每次伯努利试验之间相互独立，因此：

𝐷 (𝑋) =
𝑛

∑
𝑖=1

𝐷 (𝑌𝑖) = 𝑛𝑝 (1 − 𝑝)

例 4.2.7. 设随机变量 𝑋 ∼ 𝑁 (𝜇, 𝜎2), 求 𝐸 (𝑋), 𝐷 (𝑋).

解. 设随机变量 𝑍 = 𝑋−𝜇
𝜎 ∼ 𝑁 (0, 1). 且有：

𝑓𝑍 (𝑥) = 1√
2𝜋𝑒− 𝑧2

𝜎

可以求得 𝐸 (𝑋) = 0. 下面求 𝐷 (𝑍)：

𝐷 (𝑍) = 𝐸 (𝑍2) − 𝐸2 (𝑍) = 1

有因为 𝑋 = 𝜎𝑍 + 𝜇, 根据方差的性质：

𝐷 (𝑋) = 𝐷 (𝜎𝑋 + 𝜇) = 𝜎2𝐷 (𝑍) = 𝜎2

例 4.2.8. 设活塞的直径 𝑋 ∼ 𝑁 (22.40, 0.032), 气缸直径 𝑌 ∼ 𝑁 (22.50, 0.042), 𝑋 与 𝑋
相互独立. 任取一只活塞，一只气缸，求活塞能装入气缸的概率.
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解. 要求活塞能够装入气缸的概率，即求：

𝑃 {𝑋 < 𝑌 }

设随机变量 𝑍 = 𝑌 − 𝑋, 由于 𝑋, 𝑌 相互独立，根据期望和方差的性质，可以推出：𝑍 ∼
𝑁 (𝜇𝑌 − 𝜇𝑋, 𝜎2

𝑌 + 𝜎2
𝑋).

𝑃 {𝑍 > 0} = 1 − 𝑃 (𝑍 ⩽ 0) = 1 − 𝑃 {𝑍 − 𝜇𝑍
𝜎𝑍

⩽ −𝜇𝑍
𝜎𝑍

} = 1 − Φ (−2) = 0.9772

注. 有上例可以总结出正态分布的性质：若 𝑋, 𝑌 相互独立. 且 𝑋 ∼ 𝑁 (𝜇𝑋, 𝜎2
𝑋), 𝑌 ∼

𝑁 (𝜇𝑌 , 𝜎2
𝑌 ). 设随机变量 𝑍 = 𝐶𝑋 + 𝐷𝑌 , 其中 𝐶 与 𝐷 是常数. 则根据方差和期望的性质，

有：

𝜇𝑍 = 𝐸 (𝑍) = 𝐸 (𝐶𝑋 + 𝐷𝑌 ) = 𝐶𝐸 (𝑋) + 𝐷𝐸 (𝑌 ) = 𝐶𝜇𝑋 + 𝐷𝜇𝑌

𝜎𝑍 = 𝐷 (𝑍) = 𝐷 (𝐶𝑋 + 𝐷𝑌 ) = 𝐷 (𝐶𝑋) + 𝐷 (𝐷𝑌 ) = 𝜎2
𝑋 + 𝜎2

𝑌

因此 𝑍 ∼ 𝑁 (𝐶𝜇𝑋 + 𝐷𝜇𝑌 , 𝜎2
𝑋 + 𝜎2

𝑌 ).
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4.2.2 切比雪夫不等式

定理 4.2.2. (切比雪夫不等式) 设随机变量 𝑋 满足：𝐸 (𝑋) = 𝜇, 𝐷 (𝑋) = 𝜎2. 对于任何

一个大于 0 的常数 𝜀, 都有以下不等式成立：

𝑃 {|𝑋 − 𝜇| ⩾ 𝜀} ⩽ 𝜎2

𝜀2

称之为“切比雪夫不等式”.

证明.

𝑃 {|𝑋 − 𝜇| ⩾ 𝜀} = 𝑃 {(𝑋 − 𝜇 ⩾ 𝜀) ∪ (𝑋 − 𝜇 ⩽ −𝜀)}

= 𝑃 {𝑋 − 𝜇 ⩾ 𝜀} + 𝑃 {𝑋 − 𝜇 ⩽ −𝜀}

= ∫
+∞

𝜇+𝜖
𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 + ∫

𝜇−𝜀

−∞
𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥

⩽ |𝑥 − 𝜇|2
𝜀2 (∫

+∞

𝜇+𝜖
𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 + ∫

𝜇−𝜀

−∞
𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥)

= 1
𝜀2 (∫

+∞

𝜇+𝜖
(𝑥 − 𝜇)2 ⋅ 𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 + ∫

𝜇−𝜀

−∞
(𝑥 − 𝜇)2 ⋅ 𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥)

⩽ 1
𝜀 ∫

+∞

−∞
(𝑥 − 𝜇)2 ⋅ 𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥

= 𝜎2

𝜀2

注. 对于切比雪夫不等式，还有一种表达：

𝑃 {|𝑋 − 𝜇| < 𝜀} ⩾ 1 − 𝜎2

𝜀2

这个很好理解. 切比雪夫不等式是一个用来估计概率的一个工具.

例 4.2.9. 对于随机变量 𝑋, 有：

𝐷 (𝑋) = 0 ⟹ 𝑃 {𝑋 = 𝐸 (𝑋)} = 1

证明. 根据切比雪夫不等式，有：

𝑃 {|𝑋 − 𝐸 (𝑋)| ⩾ 𝜀} ⩽ 𝜎2

𝜀2 = 𝐷 (𝑋)
𝜀2 = 0
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又因为对于 ∀𝑋, 有 𝑃 {𝑋} ⩾ 0, 因此

𝑃 {|𝑋 − 𝐸 (𝑋)| ⩾ 𝜀} = 0 ⟹ 𝑃 {|𝑋 − 𝐸 (𝑋)| < 𝜀} = 1

其中 𝜀 为任意大于 0 的正数. 因此：

lim
𝜀→0

𝑃 {|𝑋 − 𝐸 (𝑋)| < 𝜀} = 1 ⟹ 𝑃 {𝑋 = 𝐸 (𝑋)} = 1

注. 上例是方差的第 4 条性质的必要性的证明. 要注意，若随机变量 𝑋 取到 𝐸 (𝑋) 是必
然事件，则有 𝐷 (𝑋) = 0, 反之不一定成立. 这里体现出了“以概率为 1 取到期望”和“必然
事件”之间的差异.

4.3 协方差与相关系数

设随机变量 𝑋, 𝑌 , 有：

𝐷 (𝑋 + 𝑌 ) = 𝐷 (𝑋) + 𝐷 (𝑌 ) + 2𝐸 {(𝑋 − 𝐸 (𝑋)) (𝑌 − 𝐸 (𝑌 ))}

当 𝑋 与 𝑌 相互独立，则：

𝐸 {(𝑋 − 𝐸 (𝑋)) (𝑌 − 𝐸 (𝑌 ))} = 0

反之，当：

𝐸 {(𝑋 − 𝐸 (𝑋)) (𝑌 − 𝐸 (𝑌 ))} ≠ 0

说明 𝑋 与 𝑌 不相互独立.

当随机变量 𝑋 与 𝑌 不相互独立，说明两者之间有关系，可能关系如下：

1. 线性关系 (线性相关/相关)：𝑌 = 𝑎𝑋 + 𝑏;

2. 非线性关系：𝑌 = ∑𝑛
𝑖=0 𝑎𝑖 ⋅ 𝑋𝑖.

定义 4.3.1. (协方差与相关系数) 设随机变量 𝑋 与 𝑌 , 定义：

𝐸 {(𝑋 − 𝐸 (𝑋)) (𝑌 − 𝐸 (𝑌 ))}

为 𝑋 与 𝑌 的协方差. 记作 𝐶𝑜𝑣 (𝑋, 𝑌 ).
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定义 4.3.2. 设随机变量 𝑋, 𝑌 . 定义：

𝜌𝑋𝑌 = 𝐶𝑜𝑣 (𝑋, 𝑌 )
√𝐷 (𝑋) ⋅ √𝐷 (𝑌 )

为 𝑋 与 𝑌 的 (线性) 相关系数. 反应 𝑋 与 𝑌 的 (线性) 相关程度.

协方差有如下性质：

1. 𝐶𝑜𝑣 (𝑋, 𝑌 ) = 𝐶𝑜𝑣 (𝑌 , 𝑋);

2. 𝐶𝑜𝑣 (𝑋, 𝑋) = 𝐷 (𝑋);

3. 𝐷 (𝑋, 𝑌 ) = 𝐷 (𝑋) + 𝐷 (𝑌 ) + 2𝐶𝑜𝑣 (𝑋, 𝑌 );

4.

𝐶𝑜𝑣 (𝑋, 𝑌 ) = 𝐸 {(𝑋 − 𝐸 (𝑋)) (𝑌 − 𝐸 (𝑌 ))}

= 𝐸 {𝑋𝑌 − 𝑋𝐸 (𝑌 ) − 𝑌 𝐸 (𝐸𝑋) + 𝐸 (𝑋) 𝐸 (𝑌 )}

= 𝐸 (𝑋𝑌 ) − 𝐸 (𝑌 ) 𝐸 (𝑋) − 𝐸 (𝑋) 𝐸 (𝑌 ) + 𝐸 (𝑋) 𝐸 (𝑌 )

= 𝐸 (𝑋𝑌 ) − 𝐸 (𝑋) 𝐸 (𝑌 )

5. 𝐶𝑜𝑣 (𝑎𝑋, 𝑏𝑌 ) = 𝑎𝑏𝐶𝑜𝑣 (𝑋, 𝑌 );

6. 𝐶𝑜𝑣 (𝑋1 + 𝑋2, 𝑌 ) = 𝐶𝑜𝑣 (𝑋1, 𝑌 ) + 𝐶𝑜𝑣 (𝑋2, 𝑌 ).

相关系数有如下性质：

1. |𝜌𝑋𝑌 | ⩽ 1;

2. |𝜌𝑋𝑌 | = 1 ⟹ 𝑋 与 𝑌 是线性关系;

3. |𝜌𝑋𝑌 | 越靠近 1, 𝑋 与 𝑌 之间的 (线性) 相关性越大;

4. 𝜌𝑋𝑌 = 0, 随机变量 𝑋 与 𝑌 不 (线性) 相关.

注. 若随机变量 𝑋 与 𝑌 相互独立 ⟺ 无任何关系 ⟹ 无线性关系 ⟺ 不相关. 特别

地，对于服从二维正态分布的随机变量 (𝑋, 𝑌 ), 如果 𝜌 = 0, 则 𝑋 与 𝑌 独立.
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4.4 矩以及协方差矩阵

4.4.1 矩

定义 4.4.1. 设随机变量 𝑋. 若 𝐸 (|𝑋|𝐾) < +∞, 则 𝐸 ((𝑋 − 𝑐)𝑘) 称为 𝑋 关于 𝑐 的 𝑘 阶
矩. 称 𝛼𝑘 = 𝐸 (𝑋𝑘) 为随机变量 𝑋 的 𝑘 阶原点矩，称 𝐸 ((𝑋 − 𝐸 (𝑋))𝑘) 为 𝑋 的 𝑘 阶中心
矩.

定义 4.4.2. 设随机变量 𝑋, 𝑌 . 若 𝐸 (𝑋𝑘𝑌 𝑙) 存在，则称之为 𝑋 和 𝑌 的 𝑘 + 𝑙 阶混合原
点矩. 若 𝐸 {(𝑋 − 𝐸 (𝑋))𝑘 (𝑌 − 𝐸 (𝑌 ))𝑙} 存在，称其为 𝑋 和 𝑌 的 𝑘 + 𝑙 阶混合中心矩.

注. 由上面的定义可知：随机变量 𝑋 的期望 𝐸 (𝑋) 为其一阶原点矩，方差 𝐷 (𝑋) =
𝐸 {(𝑋 − 𝐸 (𝑋)2)} 为其二阶中心矩，随机变量 𝑋, 𝑌 的协方差

𝐶𝑜𝑣 {𝑋, 𝑌 } = 𝐸 {(𝑋 − 𝐸 (𝑋)) (𝑌 − 𝐸 (𝑌 ))}

为 𝑋, 𝑌 的二阶混合中心矩.

4.4.2 协方差矩阵

设随机变量 (𝑋1, 𝑋2), 如果它们所有的矩都存在，则存在 4 个中心矩：

𝐶11 = 𝐸 {(𝑋1 − 𝐸 (𝑋1))2} 𝐶12 = 𝐸 {(𝑋1 − 𝐸 (𝑋1)) (𝑋2 − 𝐸 (𝑋2))}

𝐶21 = 𝐸 {𝑋2 − 𝐸 (𝐸 (𝑋2)) (𝑋1 − 𝐸 (𝑋1))} 𝐶22 = 𝐸 {(𝑋2 − 𝐸 (𝑋2))2}

将上述中心矩写成矩阵：

⎛⎜⎜
⎝

𝐶11 𝐶12

𝐶21 𝐶22

⎞⎟⎟
⎠

= ⎛⎜⎜
⎝

𝐷 (𝑋1) 𝐶𝑜𝑣 (𝑋1, 𝑋2)
𝐶𝑜𝑣 (𝑋2, 𝑋1) 𝐷 (𝑋2)

⎞⎟⎟
⎠

这便是协方差矩阵.

4.4.3 多维正态随机变量的性质

设 (𝑋1, 𝑋2, 𝑋3, ⋯ , 𝑋𝑛) 服从 𝑛 维正态分布：

1. 𝑋𝑖 服从正态分布；若 𝑋𝑖 之间相互独立且均服从正态分布，则 𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛 服从 𝑛
维正态分布；
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2. 𝑋𝑖 的任意线性组合服从一维正态分布；

3. 设 𝑌𝑗 是 𝑋𝑖 的线性组合，则 (𝑌1, 𝑌2, ⋯ , 𝑌𝑛) 服从 𝑛 维正态分布.

4. 如果 𝑋𝑖 之间都相互独立 ⟺ 𝑋𝑖 与 𝑋𝑗 之间两两不相关.

例 4.4.1. 设随机变量 𝑋 在 [𝑎, 𝑏] 上服从均匀分布，求 𝑋 的 𝑘 阶原点矩和三阶中心矩.

解. 首先求 𝑘 阶原点矩：

𝐸 (|𝑋|𝑘) = ∫
𝑏

𝑎
𝑥𝑘 ⋅ 1

𝑏 − 𝑎 𝑑𝑥 = 1
𝑘 + 1 ⋅ 𝑏𝑘+1 − 𝑎𝑘+1

𝑏 − 𝑎
再求三阶中心矩：

𝐸 ((𝑋 − 𝐸 (𝑋))3) = ∫
𝑏

𝑎
(𝑥 − 𝑎 + 𝑏

2 )
3

⋅ 1
𝑏 − 𝑎 𝑑𝑥 = 0

例 4.4.2. 设二维随机变量 (𝑋, 𝑌 ) 的协方差矩阵为：

𝐶 = ⎛⎜⎜
⎝

1 −1
−1 9

⎞⎟⎟
⎠

求 𝜌𝑋𝑌 .

解. 根据协方差矩阵可以得到：𝐷 (𝑋) = 1, 𝐷 (𝑌 ) = 9, 𝐶𝑜𝑣 (𝑋, 𝑌 ) = −1. 根据相关系数

的定义：

𝜌𝑋𝑌 = 𝐶𝑜𝑣 (𝑋, 𝑌 )
√𝐷 (𝑋) ⋅ √𝐷 (𝑌 )

= −1
3

4.5 大数定理与中心极限定理

4.5.1 两个不等式

马尔可夫不等式

定理 4.5.1. (马尔可夫不等式) 若 𝑌 是只取非负数的随机变量. 𝐸 (𝑌 ) 存在，那么对于
∀𝜀 > 0, 则有：

𝑃 {𝑌 ⩾ 𝜀} ⩽ 𝐸 (𝑌 )
𝜀
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证明. 这里只证明连续型随机变量的情况. 根据期望的定义：

𝐸 (𝑌 ) = ∫
+∞

0
𝑦 ⋅ 𝑓 (𝑦) 𝑑𝑦

⩾ ∫
+∞

𝜀
𝑦 ⋅ 𝑓 (𝑦) 𝑑𝑦

⩾ ∫
+∞

𝜀
𝜀 ⋅ 𝑓 (𝑦) 𝑑𝑦

= 𝜀 ∫
+∞

𝜀
𝑓 (𝑦) 𝑑𝑦

= 𝜀 ⋅ 𝑃 {𝑌 ⩾ 𝜀}

⟹ 𝑃 {𝑌 ⩾ 𝜀} ⩽ 𝐸 (𝑌 )
𝜀

切比雪夫不等式

定理 4.5.2. (切比雪夫不等式) 设随机变量 𝑋 满足：𝐸 (𝑋) = 𝜇, 𝐷 (𝑋) = 𝜎2. 对于任何

一个大于 0 的常数 𝜀, 都有以下不等式成立：

𝑃 {|𝑋 − 𝜇| ⩾ 𝜀} ⩽ 𝜎2

𝜀2

称之为“切比雪夫不等式”.

证明. (利用马尔可夫不等式) 令 |𝑋 − 𝜇| = 𝑌 ⩾ 0, 显然 𝑌 符合马尔可夫不等式要求. 有：

𝐸 (𝑌 2) = 𝐸 {(𝑋 − 𝐸 (𝑋))2} = 𝐷 (𝑋)

带入马尔可夫不等式：

𝑃 {|𝑋 − 𝜇| ⩾ 𝜀} = 𝑃 {𝑌 ⩾} = 𝑃 {𝑌 2 ⩾ 𝜀2} ⩽ 𝐸 (𝑌 2)
𝜀2 = 𝜎2

𝜀2

注. 上述两个不等式的作用都是对概率进行粗略的估计.

例 4.5.1. 设随机变量 𝑋. 𝐸 (𝑋) = 𝜇, 𝐷 (𝑋) = 𝜎2 > 0. 估计 𝑃 {|𝑋 − 𝜇| ⩾ 6𝜎}.

解. 利用切比雪夫不等式：

𝑃 {|𝑋 − 𝜇| ⩾ 6𝜎} ⩽ 𝜎2

(6𝜎)2 = 1
36
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例 4.5.2. 设随机变量 𝑋 ∼ 𝑁 (𝜇, 𝜎2). 求 𝑃 {|𝑋 − 𝜇| ⩾ 6𝜎}.

解.

𝑃 {|𝑋 − 𝜇| ⩾ 6𝜎} = 1 − 𝑃 {−6𝜎 < 𝑋 − 𝜇 < 6𝜎}

= 1 − 𝑃 {−6 < 𝑋 − 𝜇
𝜎 < 6}

= 1 − (𝑃 {𝑍 < 6} − 𝑃 {𝑍 ⩽ −6})

= 1 − (2Φ (6) − 1)

= 2 − 2Φ (6) = 0.0000068

注. 从上面的两个例子可以看出，切比雪夫不等式 (马尔可夫不等式) 对于概率的估计是

很粗略的.

4.5.2 两个收敛

数列收敛和函数收敛

定义 4.5.1. (数列收敛) 设数列 {𝑋𝑛}, 存在 𝑎. 若对于 ∀𝜀, 总存在 𝑁 ∈ ℤ, 使得当 𝑛 > 𝑁
时，有：

|𝑋𝑛 − 𝑎| < 𝜀 (4.1)

称数列 {𝑋𝑛} 收敛于 𝑎. 这是一个必然事件. 记作： lim
𝑛→+∞

𝑋𝑛 = 𝑎.

定义 4.5.2. (函数收敛)

|𝑓 (𝑥) − 𝐴| < 𝜀 ⟹ lim
𝑥→+∞

𝑓 (𝑥) = 𝐴

依概率收敛

定义 4.5.3. 随机变量 𝑋 与随机变量得序列 {𝑋𝑛}. 若对于 ∀𝜀 > 0 或常数 𝑎. 有：

lim
𝑛→∞

𝑃 {|𝑋𝑛 − 𝑋| ⩾ 𝜀} = 0 or 𝑃 {|𝑋𝑛 − 𝑎| < 𝜀} = 1

成立. 则称 {𝑋𝑛} 依概率收敛于 𝑋. 记作：𝑋𝑛
𝑃⟶ 𝑋 或 lim

𝑛→+∞
𝑋𝑛 = 𝑎(𝑖𝑛 𝑃).
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注. 考虑抛硬币的例子，记 𝑋 为抛硬币正面向上的频率. 𝑋𝑛 为第 𝑛 次试验时正面向上
的频率. 当 𝑛 无限大时，常识指出频率趋近于 0.5. 但是在所有的实验中，总有一段时间的试

验不是服从逐渐趋近 0.5 的，但是总体来看服从尝试规律. 这样的收敛我们称为依概率收敛.

在这个例子中，可以说抛硬币的频率依概率收敛至 0.5.

例 4.5.3. 设随机变量序列 {𝑋𝑛}. 𝑋𝑛 的概率密度为：

𝑓𝑛 (𝑥) = 𝑛
𝜋 (1 + 𝑛2𝑥2) − ∞ < 𝑥 < +∞

试证明 𝑋𝑛
𝑃⟶ 0.

证明. 根据依概率收敛的定义：

𝑃 {|𝑋𝑛 − 0| < 𝜀} = ∫
+𝜀

−𝜀
𝑓𝑛 (𝑥) 𝑑𝑥

= ∫
+𝜀

−𝜀

𝑛
𝜋 (1 + 𝑛2𝑥2) 𝑑𝑥

= 2
𝜋 arctan 𝑛𝜀

求极限得： lim
𝑛→∞

𝑃 = 1.

4.5.3 三个大数定律

伯努利大数定律

定理 4.5.3. (伯努利大数定理) 在 𝑛 次重复独立试验 (𝑛 重伯努利试验) 中，时间 𝐴 发生
次数为 𝑓𝐴, 𝑝 为事件 𝐴 发生的概率. 如果对于 ∀𝜀 > 0 有：

𝑃 {∣𝑓𝐴
𝑛 − 𝑝∣ < 𝜀} = 1

则说明实验次数足够多时，事件 𝐴 发生的频率依概率收敛于概率.

证明. 利用切比雪夫不等式可以证明.

注. 上述定理说明，可以用大量试验的频率来估计概率.
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切比雪夫大数定律

定理 4.5.4. (切比雪夫大数定律) 设随机变量序列 {𝑋𝑛} 相互独立. 且 𝐷 (𝑋𝑛) 存在一致
的上界，𝐸 (𝑋𝑛) 存在. 如果对 ∀𝜀 > 0 有：

lim
𝑛→+∞

𝑃 {∣ 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑋𝑖 − 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝐸 (𝑋𝑖)∣ < 𝜀} = 1

则说明随机变量序列的均值依概率收敛于期望的均值.

证明. (利用切比雪夫不等式) 首先计算随机变量序列的均值的期望：

𝐸 ( 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑋𝑖) = 1
𝑛𝐸 (

𝑛
∑
𝑖=1

𝑋𝑖) = 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝐸 (𝑋𝑖)

满足切比雪夫不等式的要求，带入得：

𝑃 {∣ 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑋𝑖 − 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝐸 (𝑋𝑖)∣ < 𝜀} ⩾ 1 − 𝐷 (𝑍)
𝜀2

其中 𝑍 = 1
𝑛 ∑𝑛

𝑖=0 𝑋𝑖. 因此 𝐷 (𝑍) = 1
𝑛2 𝐷 (∑𝑛

𝑖=1 𝑋𝑖) ⩽ 𝑀
𝑛2 . 推出：

lim
𝑛→∞

𝑃 {∣ 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑋𝑖 − 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝐸 (𝑋𝑖)∣ < 𝜀} = 1 − 𝑀
𝑛2𝜀 = 1

其中 𝑀 为方差的共同上界.

辛钦大数定律

定理 4.5.5. (辛钦大数定律) 随机变量序列 {𝑋𝑛} 独立同分布, 且 𝐸 (𝑋𝑖) = 𝜇. 如果对

∀𝜀 > 0 有：

lim
𝑛→+∞

𝑃 {∣ 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑋𝑖 − 𝜇∣ < 𝜀} = 1

说明均值依概率收敛于期望.

4.5.4 三个中心极限定理

林德伯格-莱维中心极限定理

定理 4.5.6. (林德伯格-莱维中心极限定理) 设随机变量序列 {𝑋𝑛} 独立同分布, 𝐸 (𝑋𝑖) =
𝜇, 𝐷 (𝑋𝑖) = 𝜎2 < +∞. 如果对 ∀𝑥 ∈ ℝ, 都有：

lim
𝑛→+∞

𝑃 {∑𝑛
𝑖=1 𝑋𝑖 − 𝑛𝜇√𝑛 ⋅ 𝜎 ⩽ 𝑥} = Φ (𝑥)

说明可以通过上述变换将随机变量序列转化成标准正态分布.
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李雅普诺夫中心极限定理

定理 4.5.7. 设随机变量序列 {𝑋𝑛} 相互独立. 有 𝐸 (𝑋𝑛) = 𝜇𝑛, 𝐷 (𝑋𝑛) = 𝜎𝑛 < +∞. 假

设每个 𝑋𝑛 对 ∑𝑚
𝑛=1 𝑋𝑛 影响不大，记 𝑆𝑚 = (∑𝑚

𝑛=1 𝜎2
𝑛)

1
2 , 则：

lim
𝑚→+∞

𝑃 { 1
𝑆𝑚

⋅
𝑚

∑
𝑛=1

(𝑋𝑛 − 𝜇𝑛) ⩽ 𝑥} = Φ (𝑥)

例 4.5.4. 一加法器同时收到 20 个噪声电压 𝑉𝑘 (𝑘 = 1, 2, , 3, ⋯ , 20). 设它们是相互独立

的随机变量，且都在区间 (0, 10) 上服从均匀分布. 记 𝑉 = ∑20
𝑘=1 𝑉𝑘. 求 𝑃 {𝑉 > 105} 的近似

值.

解. 因为随机变量序列 {𝑉𝑛} 独立同分布，因此考虑林德伯格-莱维中心极限定理.

𝑃 {𝑉 > 105} = 𝑃 {𝑉 − 𝑛𝜇√𝑛𝜎 > 105 − 20𝜇√
20𝜎 } → 1 − Φ (105 − 20𝜇√

20𝜎 )

其中 𝜇 = 5, 𝜎2 = 100
12 = 8.3. 带入得：

𝑃 {𝑉 > 105} → 1 − Φ (0.387) = 0.348

棣莫弗-拉普拉斯中心极限定理

定理 4.5.8. 设随机变量 𝑌𝑛 ∼ 𝐵 (𝑛, 𝑝) ，对于任意实数 𝑥 有：

lim
𝑛→∞

𝑃 { 𝑌𝑛 − 𝑛𝑝
√𝑛𝑝 (1 − 𝑝)

⩽ 𝑥} = Φ (𝑥)

还可以定义随机变量序列 {𝑋𝑛}. 其中每个 𝑋𝑖 ∼ 𝐵 (1, 𝑝), 则 𝑌𝑛 = ∑𝑛
𝑖=1 𝑋𝑖.

注. 上述定理说明当试验次数足够大时，可以用正态分布来近似二项分布.

例 4.5.5. 一船舶在某海区航行，已知每遭受一次波浪的冲击，纵摇大于 3 ° 的概率为
𝑝 = 1

3 , 若船舶遭受了 90000 次破浪冲击，问其中有 29500 ∼ 30500 次纵摇角度大于 3 ° 的概
率.

解. 设随机变量 𝑋 ∼ 𝐵 (90000, 1
3) 表示纵摇次数大于 3 ° 的次数. 考虑棣莫弗-拉普拉斯

中心极限定理.

𝑃 {29500 ⩽ 𝑋 ⩽ 30500} = 𝑃
⎧{
⎨{⎩

29500 − 30000
141.4 ⩽ 𝑋 − 30000

√30000 (1 − 1
3)

⩽ 30500 − 30000
141.4

⎫}
⎬}⎭

= 2Φ (3.53) − 1 = 0.9995
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例 4.5.6. 对于一个学生而言，来参加家长会的家长人数是一个随机变量，设一个学生无

家长、1 名家长、2 名家长来参会的概率分别为 0.05、0.8、0.15. 若学校共有 400 名学生，设
各学生参加会议的家长人数相互独立，且服从同一分布.

(1) 求参加会议的家长人数 𝑋 超过 450 的概率；

(2) 求有 1 名家长来参加会议的学生人数不多于 340 的概率.

解. 首先求 𝑃 {𝑋 > 450}. 对于每个 𝑋𝑖, 可以求出其共同的期望和方差：𝜇 = 1.1, 𝜎2 =
0.19. 而随机变量 𝑋 = ∑𝑛

𝑖=1 𝑋𝑖. 根据林德伯格-莱维中心极限定理：

𝑃 {𝑋 > 450} = 𝑃 {𝑋 − 𝑛𝜇√𝑛𝜎 > 450 − 440
20 ×

√
0.19} → 1 − Φ (1.147) = 0.1251

设随机变量 𝑌 表示有 1名家长来参加会的学生的人数. 𝑌 ∼ 𝐵 (400, 0.8), 考虑棣莫弗-拉

普拉斯中心极限定理.

𝑃 {𝑌 ⩽ 340} = 𝑃 { 𝑌 − 𝑛𝑝
√𝑛𝑝 (1 − 𝑝)

⩽ 340 − 320√
320 × 0.2} → Φ (2.5) = 0.9938
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第五章 统计学基本概念

5.1 随机样本

定义 5.1.1. 试验中全部可能被观测到的值被称为总体. 每一个可观测到的值为个体.

定义 5.1.2. 从总体中抽取部分个体来判断总体.

定义 5.1.3. 对总体 𝑋 进行一次随机观察记录结果，即从总体中抽取了一个个体. 然后在

相同条件下，进行 𝑛 次独立重复实验，产生了 𝑋𝑛 = 𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛 等多个随机变量. 随机

变量序列 {𝑋𝑛} 叫做样本，与 𝑋 服从相同分布. 当 𝑋𝑖 的具体取值 𝑥𝑖 叫做样本值.

5.2 抽样分布

5.2.1 统计量

定义 5.2.1. 设 𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛 是来自总体的一个样本. 𝑔 (𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛) 是 𝑋𝑖 的函

数. 若 𝑔 中不包含未知参数. 则称 𝑔 (𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛) 为一个统计量. 𝑔 (𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛) 为统计
量的观测值.

典型统计量

定义 5.2.2. (样本均值)

𝑋 = 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑋𝑖

定义 5.2.3. (样本方差、标准差)

𝑆2 = 1
𝑛 − 1

𝑛
∑
𝑖=1

(𝑋𝑖 − 𝑋)2 𝑆 =
√

𝑆2

85



5.2 抽样分布 第五章 统计学基本概念

定义 5.2.4. 样本的 𝑘 阶原点矩、中心矩.

𝑎𝑘 = 1
𝑛𝑋𝑘

𝑖 𝑚𝑘 = 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

(𝑋𝑖 − 𝑋)𝑘

5.2.2 统计量的分布

卡方分布

定义 5.2.5. 样本 𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛 来自标准正态总体：𝑋 ∼ 𝑁(0, 1). 称统计量：

𝜒2 =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑋2
𝑛

服从自由度为 𝑛 的 𝜒2 分布. 记为 𝑋 ∼ 𝜒2
𝑛.

概率密度：

𝑓(𝑥) = 1
Γ(𝑛

2 )2𝑛
2

𝑒− 2
𝑥 𝑥𝑛−2

2

性质：

1. 𝐸(𝜒2) = 𝑛;

2. 𝐷(𝜒2) = 2𝑛.

3. 若 𝑋 ∼ 𝜒2
𝑚, 𝑌 ∼ 𝜒2

𝑛, 𝑋 与 𝑌 相互独立，则 𝑍 = 𝑋 + 𝑌 ∼ 𝜒2
𝑚+𝑛;

4. 若 𝑋 ∼ 𝜒2
𝑛，记 𝑃{𝑋 > 𝑐} = 𝛼 ⟹ 𝑐 = 𝜒2

𝑛(𝛼) (上 𝛼 分位点).

t 分布

定义 5.2.6. 总体 𝑋 ∼ 𝑁(0, 1), 𝑌 ∼ 𝜒2
𝑛. 𝑋 与 𝑌 相互独立.

𝑡 = 𝑋
√𝑌 /𝑛

服从自由度为 𝑛 的 𝑡 分布. 记作：𝑡 ∼ 𝑡𝑛.

性质：

1. 𝐸(𝑡𝑛) = 0 𝑛 ⩾ 2;

2. 𝐷(𝑡𝑛) = 𝑛
𝑛−2 𝑛 ⩾ 3.
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F 分布

定义 5.2.7. 若 𝑋 ∼ 𝜒2
𝑛, 𝑌 ∼ 𝜒2

𝑚. 𝑋 与 𝑌 相互独立，则：

𝐹 = 𝑋/𝑚
𝑌 /𝑛

服从自由度为 𝑛, 𝑚 的 𝐹 分布. 记作 𝐹 ∼ 𝐹𝑚,𝑛.

性质：

1. 𝐸(𝐹𝑚,𝑛) = 𝑛
𝑛−2 , 𝐷(𝐹𝑚,𝑛) = 2𝑛2(𝑚+𝑛−2)

𝑚(𝑛−2)2(𝑛−4)

5.3 正态总体样本均值与样本方差的分布

5.3.1 四个等式

假设有总体 𝑋, 有均值 𝜇, 方差 𝜎2. 随机变量序列 𝑋1, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛 为来自 𝑋 的一个样本.

样本均值 𝑋, 样本方差 𝑆2. 有：

𝐸 (𝑋) = 𝜇 (5.1)

𝐷 (𝑋) = 𝜎2

𝑛 (5.2)

𝐸 (𝑆2) = 𝜎2 (5.3)

𝐷 (𝑆2) = 2𝜎4

𝑛 − 1 (5.4)

例 5.3.1. 设总体 𝑋 服从正态分布 𝑁(𝜇, 𝜎2). 从该总体中抽取简单随机样本 𝑋𝑖, 𝑖 =
1, ⋯ , 2𝑛. 其样本均值为 𝑋 = 1

2𝑛 ∑𝑛
𝑖=1 𝑋𝑖, 试求统计量：

𝑌 =
𝑛

∑
𝑖=1

(𝑋𝑖 + 𝑋𝑖+𝑛 − 2𝑋)2
(5.5)

的数学期望 𝐸 (𝑌 ).

解. 考虑将总体 𝑋 进行拆分：

𝑇𝑖 = 𝑋𝑖 + 𝑋𝑖+𝑛 ∼ 𝑁 (2𝜇, 2𝜎)

形成新的总体 𝑇 ∼ 𝑁(2𝜇, 2𝜎2). 可求得样本 {𝑇𝑖} 的均值 𝑇 .

𝑇 = 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑇𝑖 = 1
𝑛

2𝑛
∑
𝑖=1

𝑋𝑖 = 2𝑋
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样本方差：

𝑆𝑇 = 1
𝑛 − 1

𝑛
∑
𝑖=1

(𝑇𝑖 − 𝑇 )2 = 1
𝑛 − 1

𝑛
∑
𝑖=1

(𝑋𝑖 + 𝑋𝑖+𝑛 − 2𝑋)2 = 𝑌
𝑛 − 1

因此：

𝐸 (𝑌 ) = (𝑛 − 1) 𝐸 (𝑆𝑇 ) = (𝑛 − 1) 𝜎2
𝑇 = 2 (𝑛 − 1) 𝜎2

5.3.2 四个定理

设样本 {𝑋𝑖} (𝑖 = 1, ⋯ , 𝑚) 来自总体 𝑋 ∼ 𝑁(𝜇1, 𝜎2
1). 样本 {𝑌𝑖}(𝑖 = 1, ⋯ , 𝑛) 来自总体

𝑌 ∼ 𝑁 (𝜇2, 𝜎2
2).

定理 5.3.1. 独立的正态随机变量线性组合服从正态分布，即

𝑇 =
𝑚

∑
𝑘=1

𝑐𝑘𝑋𝑘 ∼ 𝑁 (𝜇1
𝑚

∑
𝑘=1

𝑐𝑘, 𝜎2
1

𝑚
∑
𝑘=1

𝑐2
𝑘)

特别地，当 𝑐1 = 𝑐2 = ⋯ = 𝑐𝑘 时，得到的就是样本均值的分布：

𝑋 ∼ 𝑁 (𝜇1, 𝜎2
1
𝑏 )

定理 5.3.2. 样本方差 𝑆2
𝑋 = 1

𝑛−1 ∑𝑚
𝑖=1 (𝑋𝑖 − 𝑋)2

. 则

𝑇 = (𝑚 − 1) 𝑆2
𝑋

𝜎2
1

∼ 𝜒2
𝑚−1

且 𝑋 与 𝑆2 相互独立. 进而：

𝑊 =
√𝑚 (𝑋 − 𝜇1)

𝑆𝑋
∼ 𝑡𝑚−1

定理 5.3.3. 𝑋 与 𝑌 相互独立，则：

𝑇 = (𝑋 − 𝑌 ) − (𝜇1 − 𝜇2)
𝑆𝑇

√ 𝑚𝑛
𝑛 + 𝑚 ∼ 𝑡𝑚+𝑛−2

其中 (𝑛 + 𝑚 − 2) 𝑆2
𝑇 = (𝑚 − 1) 𝑆2

𝑋 + (𝑛 − 1) 𝑆2
𝑌 , 且：

𝑆2
𝑋 = 1

𝑚 − 1
𝑚

∑
𝑖=1

(𝑋𝑖 − 𝑋)2 𝑆2
𝑌 = 1

𝑛 − 1
𝑛

∑
𝑖=1

(𝑌𝑖 − 𝑌 )2
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定理 5.3.4. 𝑋 与 𝑌 相互独立，则：

𝐹 = 𝑆2
𝑋

𝑆2
𝑇

⋅ 𝜎2
2

𝜎2
1

∼ 𝐹𝑚−1, 𝑛−1

例 5.3.2. 设总体 𝑋 ∼ 𝑁 (𝜇1, 𝜎2
1), 𝑌 ∼ 𝑁 (𝜇2, 𝜎2

2). 从两个总体中分别抽样得：𝑛1 = 8
求概率 𝑃 {𝜎2

1 > 𝜎2
2}.

解. 首先对原式做变换：

𝑃 {𝜎2
1 > 𝜎2

2} = 𝑃 {𝜎2
1

𝜎2
2

> 1} = 𝑃 {𝑆𝑌
𝑆𝑋

⋅ 𝜎2
1

𝜎2
2

> 𝑆𝑌
𝑆𝑋

} = 𝛼

⟹

𝛼 = 0.95
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第六章 参数点估计

6.1 概念

定义 6.1.1. 用样本的统计量来估计总体的参数.

估计方法

点估计 =
⎧{
⎨{⎩

𝑎 ∶ 矩估计法

𝑏 ∶ 最大似然估计法
区间估计 =

⎧{
⎨{⎩

𝑎 ∶ 估计

𝑏 ∶ 概率

6.2 点估计

定义 6.2.1. 总体 𝑋 的分布函数的形式已知：𝐹 (𝑥 ∶ 𝜃), 用样本来估计总体参数的值. 称

这种估计方法为点估计.

例 6.2.1. 在某炸药厂，一天中发生着火现象的次数 𝑋 是一个随机变量. 假设它服从以

𝜆 > 0 为参数的泊松分布，参数 𝜆 未知. 现有以下的样本值. 试估计参数 𝑙𝑎𝑚𝑏𝑑𝑎.

着火次数 𝑘 0 1 2 3 4 5 6 ⩾ 7
发生 𝑘 次着火的天数 𝑛𝑘 75 90 54 22 6 2 1 0 ∑ = 250

解. 已知泊松分布的参数 𝜆 为其总体的期望，因此用样本均值来估计：

𝑋 = 1
250

7
∑
𝑖=1

𝑘𝑛𝑘 = 1.22

因此 𝜆 的估计值为 1.22.

定义 6.2.2.
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